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1 Andengradspolynomium og -ligning

I de folgende afsnit vil vi gennemga de primeere egenskaber ved andengradsligninger. En af de
ting der ggr andengradsligninger sveerre at have med at ggre i forhold til forstegradsligninger er
at vi ikke kan lgse dem ved "bare”at flytte x’erne over pa den ene side af lighedstegnet og resten
over pa den anden side. Vi vil gennemga forskellige lgsningsmetoder for andengradsligningen. Vi
ser pa den direkte lgsningsmetode kaldet diskriminantmetoden. En anden lgsningsmetode er hvor
man benytter kvadratssetningerne til at simplificere sin andengradsligning saledes at man til sidst
kan lgse den ved at have x’erne pa den ene side og tallene pa den anden. Vi gennemgar ogsa
hvordan man i visse tilfzelde kan faktorisere sin andengradsligning og derved benytte nulreglen til
hurtigt at lgse sin andengradsligning. Til sidst ser vi pa hvordan man kan beregne toppunktet for
et andengradspolynomium.

1.1 Polynomium vs ligning
Der er forskel pa et andengradspolynomium og en andengradsligning. Et andengradspolynomium
er en funktion, hvor den hgjeste potens af x har eksponenten 2.

Forskriften ser saledes ud:

f(z) =az® + bz +c

For hver a-vaerdi, man kommer ind i polynomiet, finder man en y-veerdi (en funktionsveerdi). En
andengradsligning derimod er - som navnet antyder - en ligning, hvor det handler om at finde de
x-veerdier, der lgser ligningen. En andengradsligning har formen

ar? +bx+c=0

Man skal altsa finde ud af hvilke z-veerdier, man kan satte ind pa venstresiden for at fa 0.

At lgse en andengradsligning svarer til at finde de a-veerdier, hvor funktionsveerdien (y-veerdien)
er 01 andengradspolynomiet. Nar y er 0, befinder vi os pa xz-aksen. Lgsningernene til andengradslig-
ningen er derfor skaeringspunkterne mellem andengradspolynomiets graf og z-aksen. Nulpunkterne
for et polynomium kaldes under tiden for polynomiets "rgdder”. Derfor kalder man tit Igsningerne
af en andengradsligning for det tilsvarende andengradspolynomiums rgdder.

Y

a og b kaldes koefficienterne til hhv. anden- og forstegradsleddet, mens ¢ kaldes konstantleddet.
Grafen for et andengradspolynomium kaldes en parabel. Man bruger tit betegnelserne ”glad para-
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bel” eller ”sur parabel”alt efter hvilken vej, parabelbenene vender; om den ligner en sur eller en
glad smiley. Pa tegningen herunder er den grgnne parabel en glad parabel, mens den rgde er sur.

I denne video vil vi forklare hvad forskellen pa et polynomium og en ligning er samt til sidst giver
vi nogle eksempler pa disse.

1.2 Diskriminantformlen
En andengradsligning er en ligning pa formen

ar’ +br4+c=0, a#0

Grunden til, at a ikke ma vaere 0, er, at sa ville andengradsleddet forsvinde, og vi ville sté tilbage
med en fgrstegradsligning.

Eksempler pa andengradsligninger er

322 4+2: —-5=0

522 —3z4+7=0

22 4+8x=0

22=9

Bemerk, at 9 i den nederste ligning star pa den forkerte side af lighedstegnet. Imidlertid er det sta-
dig en andengradsligning, og den kan omskrives til standardformen

2®—9=0,
ogaltsaera=1,b=0o0gc=—9.

I den gverste ligning er a = 3, b =2 og ¢ = —5. I den naeste er a = 5, b = —3 og ¢ = 7. Det er
vigtigt at huske pa fortegnene, nar man skal finde ud af hvilke tal, a, b og c er.
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Det er ikke umiddelbart til at isolere x i andengradsligninger, som vi er vant til fra fgrstegradsligninger.
Men heldigvis findes der en metode til at lgse andengradsligninger. Denne metode kaldes diskrimi-
nantmetoden. Den er inddelt i to skridt.

Forst finder man diskriminanten, d, som er givet ved formlen

d=bv>—-4-a-c

Nar man har fundet diskriminanten, er der tre muligheder:

Hvis d er negativ (d < 0), sa har ligningen ingen lgsninger

Hvis d = 0, sa har ligningen 1 lgsning

Hvis d er positiv (d > 0), sa har ligningen 2 lgsninger

I de tilfeelde, hvor der eksisterer lgsninger, finder man dem ved formlen

 —bxVd
 2.a

Tegnet + laeses som ”plus-minus”og det betyder, at ved den ene lgsning skal vi indsatte plus,
og ved den anden skal vi indszette minus.

_ —b+Vd _—b—Vd

T = T2 =
2-a 2-a

Eksempel

Lad os se pa et eksempel.

Hvis vores andengradsligning er

222 — 1024+ 8 =10

saera=2,b=-10og c=8.

Vi finder diskriminanten

d=b0—4-a-c=(-102-4-2-8=100—64 = 36

Da d > 0 er der to lgsninger pa andengradsligningen.

Vi finder lgsningerne saledes:

—b+tVd  —(-10)+£v36 10+6
2.4 2.2 4

Ligningen bliver altsa lgst, nar x = 4 eller nar z = 1. Man skriver nogle gange lgsningerne saledes

hvor det v-formede tegn betyder "eller”.

I denne video gennemgar vi hvordan man lgser en andengradsligning vha. diskriminantmetoden og
regner derefter et par eksempler.
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1.3 Kvadratkomplettering

Hvis man ikke er sa god til at huske formler, sa findes der ogsa en anden metode til at lgse anden-
gradsligninger pa, hvor man hverken behgver at huske formel for diskriminant eller x. Til gengaeld
kraever den, at man er steerk i kvadratssetningerne. Metoden kaldes kvadratkomplettering.

Navnet skyldes, at det gaelder om at lave et "komplet kvadrat”altsa omdanne venstresiden til
noget, der har med en kvadratsaetning at gore.

Lad os gennemlgbe metoden vha. et konkret eksempel.

Eksempel 1

Lad os prgve at lgse ligningen:

322 — 182 +24 =0

Det fgrste man gor er at rykke ¢ (=24) hen pa den anden side af lighedstegnet.
32° — 18z = —24

Dernaest dividerer vi med a (=3). Man skal huske at dividere alle led med a.

r? — 6 = —8

Nu kommer det sveere skridt. Man tager tallet foran = (=-6), dividerer det med 2 (sa far vi -3),
saetter resultatet i anden potens (=(-3)?) og laegger det til pa begge sider.

2?4+ (=3)? —6x = -8+ (-3)*

Nu kan vi samle venstre side til et "komplet kvadrat”ved at bruge anden kvadratssetning

2?24+ (=32 -6z =2+ (-3)>-2-3-2 = (z — 3)*

Nu ser vores ligning sadan her ud:

(x—3)° = ~8+ (~3)°

og ved at reducere hgjresiden (-8 + 9) far vi
(r—3)2=1

Nu tager vi kvadratroden pa begge sider
r—3=%V1

Det er vigtigt at huske sit plus-minus-tegn foran kvadratroden, for ellers ville man komme til
at miste en af lgsningerne.

Nu er der kun tilbage at isolere x

r—3==+V1
r=3+V1

r=3+£1
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Eksempel 2

Vi prover endnu et eksempel
Hvis ligningen er

222 +122-32=0

lgser vi den pa fglgende made

222 + 120 —32=0
2% + 12z = 32
% 462 =16
2?4 3% 4 62 = 16 + 37
22 4+3242-3-2=16+ 3>
(z+3)° =16+ 32

(z+3)7=16+9

(z+3)°=25
r+3=+V25

r=-3+vV25

rT=-3x5=

I denne video gennemgar vi nogle eksempler pa hvordan man benytter kvadratssetningerne til at
simplificere sin andengradsligning og dermed lgse den uden brug af diskriminantmetoden.

1.4 Faktorisering og nulreglen

Hvis man gnsker at lgse ligningen

3-x=0

er det klart, at x=0. Hvis vi skal gange et tal med noget og fa 0, er vi ngdt til at gange med 0.
Hvis vi i stedet gnsker at lgse folgende ligning

z-y=0
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er det klart, at enten ma x eller y veere lig med O(ellers skal de begge to veere 0). Det er det,
vi kalder nulreglen. Med ord siger vi: "Hvis et produkt skal veere lig med 0, skal mindst en af
faktorerne veere lig med 0”.

Lad os se, hvordan man kan anvende nulreglen til at lgse ligninger.

Hvis vi bliver bedt om at lgse ligningen

15-32=0

kan vi omskrive venstresiden til et produkt ved at saette 3 uden for parentes.

V:15-32x=3(5-1x)

Nar man omskriver noget til et produkt, kaldes det at faktorisere.

Nu er vores ligning

35—x)=0

Ifglge nulreglen, skal den forste faktor (3) veere 0, ellers skal den anden faktor (5-x) veere 0.

Da 3 er et konstant tal, kan det aldrig veere 0, derfor ma (5-x)=0, hvilket svarer til x=5.

Faktorisering af andengradspolynomier

Hvis vi kender rgdderne (nulpunkterne) for et andengradspolynomium, kan vi faktorisere det.
I stedet for at skrive det pa standardformen, kan vi skrive det saledes

f@)=a-(z—r)-(z—-rs)

hvor r; og ry er de to rgdder.

Grunden til, at faktoriseringen ser sadan ud, er, at vi gerne vil have, at polynomiet giver 0, nar
vi saetter en af rodderne ind pa x’s plads. Lad os tjekke om det virker.

fri)=a-(ri—m1)-(ri—r2)=a-0-(ry —r2) =0

flre)=a-(rg—mr1)-(ra—re) =a-(ro—r1)-0=0

Lad os tage et eksempel.

Vi bliver bedt om at lgse en andengradsligning, der er faktoriseret.

3(z —5)(z+1) =0

Da venstresiden er faktoriseret, kan vi bruge nulreglen. Den siger, at for, at produktet af de tre fak-
torer (3, x-5 og x+1) kan veere 0, sa skal mindst en af faktorerne vaere 0. Den forste faktor er
konstant 3 og kan aldrig blive 0. Den anden faktor er 0 nar x=>5. Den tredje faktor er 0 nar x= -1.

Derfor er lgsningerne til andengradsligningen x=5 eller x= -1.
Lad os tage et andet eksempel.

Hvis vi nu far at vide at et andengradspolynomium har rgdderne 1 og -2, samt at det gar gennem
punktet (0, 4), sa kan vi finde dets forskrift.

fle)=a-(z=1)-(z-(=2)=a-(z-1)-(z+2)
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For at finde ud af, hvad a er, seetter vi punktet (0, 4) ind.

4=a(0—1)(0+2)

Derfor er vores forskrift

fl@)y=-2-(z—1)-(x+2)
Vi kan gange parenteserne ud for at skrive forskriften pa standardformen
fl)y==2-(x—=1)-(x+2)
flx) = =2 (2® + 2z — 1z — 2)
flz)=—2-(2* +2 —2)

flz) =222 -2z +4

Gat lgsningerne til en andengradsligning

Man kan bruge faktoriseringsmetoderne til hurtigt at geette sig til lgsningerne af en andengrads-
ligning.

Lad os starte med at se pa de andengradsligniner, hvor a=1.

Sa kan andengradsligningen skrives

O=alz—r)(x—ra)=1-(x—r)(x—12) = (x — 1) (T —79)

Hvis vi nu ganger parenteserne ud, far vi

0=(z—r)(x—r)) =2a®—rox—rix+rr

=2 — (ry +r2)z +r1rs

Hvis vi sammenligner med standardformen for andengradsligninger, sa er
b=—(r1+r) e rit+ra=—b
C=T1T2

Vi skal altsa finde to tal, der ssmmenlagt giver -b, og hvis produkt er ¢. Sa har vi fundet rgdderne.
Lad os tage et eksempel. Vi skal lgse ligningen

22 4+22-3=0
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Da a=1 kan vi bruge reglen ovenfor. De to lgsninger, rl og r2, skal altsa give -2 (= -b), nar man
leegger dem sammen, og -3 (= ¢), nar man ganger dem med hinanden. Der er selvfglgelig kun ét
talpar, der opfylder det, og det er talparret 1 og -3

1+(-3)=1-3=-2=-b
1-(-3)=-3=c¢
Derfor er rgdderne (dvs. lgsningerne til andengradsligningen) x=1 og x= -3.

Vi kan skrive andengradsligningen

0= (¢ — 1) —(=3) = (x - D(x+3)

Hvis vi ganger disse parenteser ud, far vi vores oprindelige ligning.

Gaet Igsningerne, hvis a ikke er 1

Hvis man gnsker at gaette lgsningerne til en andengradsligning, hvor a ikke er 1, sa skal man
bare dividere med a pa begge sider af lighedstegnet og sa ggre som ovenfor.

b
ar’ +bx+c=0 <& $2+,x_|_£:0
a a
Rgdderne r; og ro skal nu opfylde
c
™ +Tro=—— r1re = —
a a
Et eksempel.
42® — 12248 =0

c.

Vi beregner ’Tb og £:

Vi skal altsa finde to tal der lagt sammen giver 3 og hvis produkt er 2. Det er selvfglgelig kun 1
og 2, der opfylder dette

b
142=3=—-
a

1.2=2="5
a
Lgsningerne pa andengradsligninen er derfor x=1 eller x=2.

Nu, hvor vi kender rgdderne, kan vi faktorisere andengradsligningen.

0=42® 122 +8=4(z — 1)(z — 2)

1.5 Toppunktsformlen

Toppunktet for et andengradspolynomium er det punkt, hvor parablen (andenradspolynomiets
graf) har sit maksimum eller minimum.

Hvis der er tale om en glad parabel, sa vil toppunktet veere minimum for grafen
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3]
2]
1)
Toppunkt
s >
0 1 2 3

og hvis der er tale om en sur parabel, sa vil toppunktet veere maksimum for grafen.
6/_\

5] Toppunkt

A4

Der findes en formel for, hvordan man regner toppunktet ud. x-koordinaten, der under tiden
betegnes T, udregnes saledes:

=b

x:%

og y-koordinaten, der betegnes T, udregnes saledes:

—d

=74

Toppunktet er altsa punktet:

-b —d
(T:vv Ty) - (2@’ 4a>

Lad os tage et eksempel.

Vi gnsker at finde toppunktet for andengradspolynomiet

f(x) = =322 + 62+ 2
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Forst udregner vi diskriminanten
d=0*—4ac=6%—4-(=3)-2=36+24 =60

Nu er vi klar til at bestemme toppunktet
;b —6 —6
2¢ 2-(-3) -6

o —d —60 —60
Y 4a  4-(-3) -—12

(T:, Ty) = (1, 5)

1.6 Sammenhang mellem forskrift og graf

Ud fra et andengradspolynomiums forskrift kan man sige rigtig meget om grafens udseende. Det be-
tyder, at man let kan danne sig et overblik over, hvordan grafen ser ud, uden, at man behgver tegne

den.

Betydningen af a

Fortegnet pa tallet a afggr, om parablens grene peger opad eller nedad.

a > 0 & parablens grene peger opad

a < 0 < parablens grene peger nedad

a>0

Betydningen af b

Fortegnene af tallene a ogb afggr, om toppunktet ligger til hgjre eller venstre for y-aksen.

a og b samme fortegn < Toppunkt til venstre for y-aksen
a og b forskellige fortegn < Toppunkt til hgjre for y-aksen

b = 0 < Toppunkt pa y-aksen

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 14

a<0 a<0
\ / b<0 \ / b>0
/ ya VAN
~ N’
a>0 a>0
S A\ [

Betydning af c

Tallet ¢ afggr, hvor grafen skeerer y-aksen. Dette sker i punktet (0, c).

(0, c)

Dette skyldes, at nar vi saetter x=0 i forskriften for andengradspolynomiet, sa far vi, at funktions-
veerdien er c.

f(0)=a-0*+b-0+c=c

Betydningen af d

d, diskriminanten, udregnes som bekendt saledes:

d="b*—4ac

Som vi husker fra afsnittet om diskriminantformlen, sa atheenger antallet af lgsninger af fortegnet
pa d.

Vi husker ogsa pa, at lgsningerne til en andengradsligning svarer til nulpunkterne for det tilsva-
rende andengradspolynomium.

Derfor siger diskriminanten noget om, hvor mange nulpunkter grafen har.

d < 0 < ingen nulpunkter
d =0 < 1 nulpunkt
d > 0 < 2 nulpunkter
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N\

AN/

flz) =222 +3zx -1

Eksempel:

I denne andengradsligning er a=2, b=3, ¢= -1 og

d=0*—4dac=3>—4-2.(-1)=9+8=17

Da a er positiv, er grafen en glad parabel

Da b ogsa er positiv, befinder toppunktet sig til venstre for y-aksenDa ¢ er -1, vil grafen skeere
y-aksen i punktet (0, -1)

Da d er positiv vil grafen have to nulpunkter.

Vi kan tegne grafen og tjekke, at vi har ret:

W

2 Trigonometri

I dette afsnit gennemgar vi hvordan vi kan benytte trigonometrien til at regne med vilkarlige
trekanter. Vi ser pa cosinus- og sinusrelationerne samt hvornar vi bgr, og kan, anvende den ene
eller den anden. Bagefter ser vi pa hvordan vi vha. sinus kan beregne arealet af en trekant i stedet
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for at skulle bruge hgjden og grundlinjen. Til sidst ser vi grundrelationen/idiotformlen for sinus og
cosinus.

2.1 Grundlseggende

Hvis du er interesseret i det grundlaeggende om cosinus, sinus og tangens, sa kan du laese folgende af-
snit fra vores C-niveau-del.

Definitioner af cosinus og sinus

Definition af tangens

Cosinus, Sinus og tangens i retvinklede trekanter

1 de folgende afsnit vil vi se neermere pa, hvordan du kan bruge cosinus og sinus i vilkarlige trekanter.

2.2 Cosinusrelationerne

Ofte kommer man ud for opgaver, hvor man i en trekant kender nogle sider og vinkler og bliver bedt
om at finde nogle andre sider eller vinkler. Til at lgse den slags opgaver er cosinusrelationerne et
steerkt veerktgj.

Det, der gor cosinusrelationerne til et steerkt redskab, er, at de gaelder i vilkarlige trekanter. Det
er altsa ligegyldigt, om den trekant, vi arbejder med, er retvinklet, ligebenet, ligesidet eller ingen
af delene. Vi kan bruge cosinusrelationerne til dem alle sammen. Klik her for at se et eksempel pa,
hvor cosinusrelationerne kan bruges i virkeligheden.

Hvis man vil finde en side

Hvis man kender to sider og den vinkel, der er imellem siderne, kan man bruge cosinusrelationer-
ne til at finde laeengden af den tredje side. Det ggr man pa fglgende made:

a® = b? + ¢ — 2bccos(A)
b? = a® + ¢ — 2accos(B)

¢ = a® + b* — 2abcos(C)

Grunden til de tre formler er, at det kommer an pa hvilke sider, man kender, og hvilken, man vil
finde.

Laeg meerke til, at formlerne minder en del om Pythagoras’ leeressetning, hvor der blot er tale om
et ekstra led.

Det kan veere sveert at huske disse formler udenad. En god huskeregel er dog, at siden til venstre
har samme bogstav som vinklen til hgjre, man skal tage cosinus til.

Eksempel:

Vi bliver bedt om at finde siden a i denne trekant
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c=8 a=2??

b=7

Da vi kender vinkel A og siderne b og ¢, er det den gverste formel, vi skal bruge.

a? = b% + % — 2bccos(A)
a® =T7*+8%—-2.7-8-cos(30°)
a? =49 +64—112-0,866
a® =16,01
a= \/m;:zzl

Hvis man vil finde en vinkel

Hvis man kender alle tre sider i en trekant, og man gnsker at finde en vinkel, kan man bruge fglgende

formler

b2 4+ ¢ —a?
A= ——————

cos(A) o
24 2 _p2
cos(B) = %
24 p2_ 2
cos(C) = ety -

2ab

Formlerne er faktisk preecist de samme som ovenfor, hvor man bare har isoleret cosinus til vinklen
i stedet for en af siderne. Neden for ser vi, hvordan man kommer fra en af de tre gverste fomler til

en af de tre nederste. Farverne markerer hvilke ting, vi har rykket rundt pa.

a® = b* 4 > —2bccos(A)
a® 4 2bccos(A) = b? 4 ¢?
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2bccos(A) = b? 4 *—a?

b2 + % — a?

cos(A) = She

Lad os tage et eksempel.
Vi gnsker at finde vinkel B i fglgende trekant

C

b=bH a=4

A c=7 B=??7?

Da det er vinkel B, vi gnsker at finde, bruger vi formel nummer to i raekken.

cos(B) = %

cos(B) = %

cos(B) = W
cos(B) = ;l% — g ~ 0,714

Nu ved vi, hvad cos(B) er, men vi blev bedt om at finde selve B. Derfor tager vi cos~! pa begge sider.

cos(B) = 0,714
B = cos™ (0, 714)
B — 44,42°

Skal jeg bruge cosinus- eller sinusrelationerne?
Her er en oversigt over, hvornar det er smartest at bruge hhv. cosinus- og sinusrelationerne. De

vinkler og sider, der er markeret med streger, er de ting, vi kender pa forhand. Spgrgsmalstegnene
markerer de sider eller vinkler, vi er interesserede i at finde.
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Cosinus-
relationerne

B) - LILLJ

2 Sinus-
relationerne

2.3 Sinusrelationerne

Ofte kommer man ud for opgaver, hvor man i en trekant kender nogle sider og vinkler og bliver bedt
om at finde nogle andre sider eller vinkler. Til at lgse den slags opgaver er sinusrelationerne et steerkt
veerktgj.

Det, der ggr sinusrelationerne til et steerkt redskab, er, at de gaelder i vilkarlige trekanter. Det er
altsa ligegyldigt, om den trekant, vi arbejder med, er retvinklet, ligebenet, ligesidet eller ingen af
delene. Vi kan bruge sinusrelationerne til dem alle sammen.

Hvis vi vil finde en side

Hvis vi kender to vinkler og den side, der star over for den ene, sa kan vi bestemme den side,
der star over for den anden vinkel ved hjalp af fglgende formel.

a b c

sin(4)  sin(B)  sin(0)

For eksempel kunne vi blive bedt om at finde siden c i folgende trekant

=277 B

Vi kender vinklerne A og C samt den side, der star overfor vinkel A. Vi bruger sinusrelationerne.
Vi tager kun de ting med, der er relevante for os, sa i vores tilfeelde udelader vi b’erne.

Cc a

sin(C')  sin(A)
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Vi starter med at isolere ¢ ved at gange med sin(C) pa begge sider.

a - sin(C)
sin(A)

Nu satter vi tal ind pa pladserne

_ 8-sin(75°)
~ sin(40°)

80,966
= 220 012,02
0,643 0

Hvis vi skal finde en vinkel

Hvis vi kender to sider og en vinkel, der star over for en af siderne, sa kan vi finde den vinkel,
der star over for den anden side. Vi bruger disse formler.

sin(A)  sin(B)  sin(C)

a b c

Forskellen mellem disse og dem, vi nezevnte ovenfor, er, at man har byttet rundt pa alle tallere
og naevnere. Det er altid smartest, at det man skal finde star i teelleren! Lad os se pa et eksempel.
Vi bliver bedt om at finde vinkel B i fglgende trekant.

Vi kender siderne b og ¢ samt den vinkel, der ligger over for c¢. Sa kan vi finde b ved hjalp
af sinusrelationerne. Vi skriver kun de dele op, vi har brug for, og undlader saledes a’erne.
sin(B) _ sin(C)

b c

Vi isolerer sin(B) ved at gange med lille b pa begge sider
_ b-sin(0)

sin(B) = p
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Nu saetter vi tal ind

sin(B) = 5-sin(60%) 512(60 )
50,866
sin(B) = T’ ~ 0,722

Vi ved nu, hvad sin(B) er. For at finde B tager vi sin™! til dette tal.
sin(B) = 0, 722

B =sin"1(0,722)

B = 46,19°

Skal jeg bruge cosinus- eller sinusrelationerne?

Her er en oversigt over, hvornar det er smartest at bruge hhv. cosinus- og sinusrelationerne. De
vinkler og sider, der er markeret med streger, er de ting, vi kender pa forhand. Spgrgsmalstegnene
markerer de sider eller vinkler, vi er interesserede i at finde.

Cosinus-
relationerne

? Sinus-
relationerne

2.4 Sinusrelationerne i stumpvinklede trekanter

Man skal vaere varsom med at bruge sinusrelationerne i stumpvinklede trekanter.

Hvis vi far at vide, at vi har en trekant ABC, hvor A=22° a=5 og c=10 og bliver bedt om at
finde vinkel C, sa ville vi normalt bruge sinusrelationerne.

sinC sinA
c a
. c-sinA
sinC =
a

10 - sin(22)

S 5

~ 0,75
C = sin™1(0,75) = 48,5°

Vi far altsa, at vinkel C er 48,5 grader, hvilket er mindre end 90, sa vinkel C er spids. Imidlertid
kan man konstruere en trekant, hvor A=22° a=5 og ¢=10, men hvor vinkel C er stump.
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€y
¢
azh
A 22°
=10 B
¢
azh
22°
A
=10 B

Vi kan altsa konstruere to forskellige trekanter, der opfylder de givne oplysninger: En hvor vinkel
C er spids, og en hvor den er stump. Nar vi bruger sinusrelationerne, finder vi altid frem til den
spidse vinkel.

Men heldigvis findes der er sammenhzng mellem vinklerne C; og Co Der gaelder nemlig at

Cl = 180° — CQ ~ CQ = 180° — Cl

Hvis vores opgave i stedet havde lydt I trekanten ABC er A=22°, a=5, ¢=10, og der oplyses, at C
er stump sa kunne vi finde den spidse vinkel C; ved at bruge sinusrelationerne (som vist ovenfor).
Men da C; er den stumpe vinkel, kunne vi finde den ved hjelp af formlen ovenfor.

Cy =180° — C; = 180° — 48,5° = 131, 5°

Grunden til at sammenhaengen er sadan skyldes at

sin(v) = sin(180° — v)

Dette kan illustreres ved folgende tegning
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sin(v)

v

Pa illustrationen har vi indtegnet enhedscirklen og i denne har vi indtegnet en vinkel v (grgn) samt
en vinkel, hvis stgrrelse er 180°-v (bla). Vi husker, at sinus til en vinkel findes ved at ga vandret
ind fra skaeringspunktet mellem vinkelbenet og enhedscirklen til man stgder pa y-aksen. Vi kan se,
at de to vinkler har samme sinusveerdi.

For at vende tilbage til vores eksempel, sa startede vi jo med at regne ud, at sinC=0,75. Hvis vi
markerer 0,75 pa y-aksen i et koordinatsystem med enhedscirklen indtegnet, sa kan vi ud fra denne
sinusveerdi konstruere to vinkler ved at ga vandret hhv til hgjre og venstre fra vores punkt.

=l
NN

De to vinkler er hhv 48,5 og 131,5 grader store. Nar man bruger sin~! pa sin lommeregner, vil den
altid give den spidse vinkel. @nsker man i stedet den stumpe, skal man trsekke den spidse fra 180.

2.5 Arealformlen

Indenfor trigonometrien findes der en smart made at regne arealet af en trekant ud, hvis man
blot kender to sider og den mellemliggende vinkel. Man betegner tit arealet af en trekant med T
(hvis man brugte A ville man nemlig forveksle det med vinkel A).

1
T = iab sin(C)

For lettere at kunne huske denne formel, kaldes den ofte for ”en halv appelsin-formlen - prgv selv at
udtale hgjresiden og find ud af hvorfor.

Formlen geelder i vilkarlige trekanter, og man kan derfor ogsa udtrykke den ved de andre sider
og vinkler.

1 1 1
T = §absin(C) = §bcsin(A) = §acsin(B)

Lad os tage et eksempel.

Vi gnsker at finde arealet af denne trekant

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 24

b=6

Vi kender to sider (a og b) samt den mellemliggende vinkel (C). Derfor kan vi beregne arealet ved

hjeelp af ”en halv appelsin-formlen

T = %ab sin(C)

1
T:§~3-6-sin(75°)
T=09-0,966

T =~ 8,69 arealenheder

Hvorfor ser formlen sadan ud?

Det er let at bevise % appelsin-formlen. Vi husker pa, at arealet af en trekant er en halv hgjde

gange grundlinje.

B

A b

Pa ovenstaende tegning er b grundlinje til hgjden h.

1
T = -bh
2
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Trekanten BDC er retvinklet, og derfor kan vi bruge regnereglerne for sinus i retvinklede trekanter.

modstaende katete
hypotenuse

sin(v) =

sin(C) = % <  h=a-sin(C)

Dette saetter vi ind pa h’s plads

1 1 . 1.
T= ibh = ib -a-sin(C) = §absm(C)

og sa er formlen bevist. (Hvis vi ville have vist den med nogle af de andre sider, kunne vi have
taget udgangspunkt i en anden hgjde).

2.6 Grundrelationen

Grundrelationen er en sammenhzeng mellem cosinus og sinus, som det er vigtigt at kunne. Man
kan tit bruge den til at reducere udtryk.

Den lyder sadan her:

(cos(v))? + (sin(v))? =1

Relationen geelder lige meget hvilken vinkel, man putter ind i cosinus og sinus (sa laenge det er
den samme i begge to).

Undertiden skriver man cos?(v) i stedet for (cos(v))?. Der er udelukkende tale om notation. Det be-
tyder stadig cos(v)*cos(v). Med den nye notation bliver grundrelationen

cos? (v) + sin®(v) = 1

Hvorfor er sammenhangen sadan?

Nar vi skal forsta, hvordan grundrelationen er opstéet, ma vi se pa, hvordan cosinus og sinus
er defineret. Det er de ud fra enhedscirklen.

Punkterne origo, P, og (cos(v), 0) danner en retvinklet trekant. Derfor kan vi bruge Pytha-
goras’ laeresaetning. Vi ser, at den vandrette katete har leengden cos(v), mens den lodrette har
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leengden sin(v). Hypotenusen er radius i enhedscirklen og har derfor leengden 1 pr. definition.

(1.kat)? + (2.kat)? = hyp?
(cos(v))? + (sin(v))? = 12

(cos(v))? + (sin(v))? = 1

Grundrelationen kaldes undertiden for ”idiotreglen”.

3 Funktioner

I kapitlet om funktioner leerer vi om definitions- og veerdimeengden for en funktion. Vi ser pa hvad
en sammensat funktion er og hvordan dette heenger sammen med at finde den omvendte funktion.

3.1 Definitions- og vaerdimaengde

En funktion beskriver sammenhznge mellem variable. Vi kalder tit de variable for x og y. Man
kan se funktioner som maskiner. Den uafheengige variabel, x, kommes ind i funktionen/makineriet,
og sa kommer den afhaengige variabel, y, ud pa den anden side. For hvert x ma der kun veere et y.
Men der ma godt veere flere x’er der rammer det samme y. For mere om funktioner, klik her.

Definitionsmangde

Definitionsmangden er alle de tal, vi ma komme ind i funktionen. Tit er det alle de reelle tal,
men nogle gange er der visse tal, hvor det ikke giver mening at komme dem ind i funktionen. Vi
betegner definitionsmaengden Dm, og hvis vi vil skrive, at det er definitionsmangden for en funktion
ved navn f, sa skriver vi Dm(f).

Hvis vi f.eks. har funktionen

flz) =

1
x
sa ma vi ikke satte x=0, fordi man aldrig ma dividere med 0. Vores definitionsmeengde er derfor

Dm(f) :] - OOJ)[U}O, OO[

Tegnet mellem intervallerne betyder ”foreningsmaengde”, dvs. at det er begge intervaller, der er de-
finitionsmaengden. Man kunne ogsa skrive

Dm(f) = R\{0}
her betyder backslashen ”bortset fra”. Det vil sige, at definitionsmeengden er alle de reelle tal bort-
set fra meengden, der bestar af tallet O.

Et andet eksempel kunne veere funktionen

3 + 4-x
z+1 x-—3

g(x) =

Den forste brgk far 0 i nsevneren, nar x=-1. Derfor er -1 ikke med i definitionsmaengden.

Den anden brgk far 0 i naevneren, nar x=3. Derfor er 3 heller ikke med i definitionsmaengden.
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Definitionsmaengden kan altsa skrives pa folgende mader.

Dm(g) = R\{~1,3}

Dm(g) =] — 00, —1[U] — 1,3[U]3, o0

Det gverste laeses som ”de reelle tal bortset fra meengden bestaende af tallene -1 og 3”.

Linesre og eksponentielle funktioner har ikke nogen forbudte veerdier. Deres definitionsmaengde
er derfor alle de reelle tal.

Vardimangde

Mens definitionsmeengden er alle de tal, man ma komme ind i funktionen (alle de mulige x-
veerdier), sa er veerdimaengden alle de mulige funktionsveerdier (y-veerdier). Veerdimaengden beteg-
nes Vm, og hvis vi vil skrive veerdimeengden for funktionen f, sa skriver vi Vm(f).

Tit kan det vaere en fordel at se pa grafen for at finde veerdimaengden.
En eksponentialfunktion har kun positive y-veerdier.

6N

~iN

I koordinatsystemet er indtegnet en voksende og en aftagende eksponentialfunktion. De har beg-
ge positive y-veerdier. Lige meget hvor stor en y-veerdi man kunne taenke sig, kan man finde en
x-veerdi der passer til. Begge grafer smyger sig op af x-aksen (den rgde ude mod venstre, den bla
ude mod hgjre). De naermer sig altsa y-veerdien 0, men de nar aldrig helt derned. Derfor er 0 ikke
med i veerdimeengden. Vaerdimaengden for eksponentialfunktionen er derfor

Vm(f) =]0, 00

Det nederste skal laeses som de positive reelle tal.

Et andet eksempel kunne veere funktionen

hvis graf er tegnet her
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2]
, 0] N
98 7-6-5432=tl0123 45678 9

_2.

Ude til venstre smyger den sig op ad x-aksen, og funktionsveerdierne er derfor taet pa 0, men dog
en smule negative. Nar vi beveeger os mod hgjre, falder funktionsveerdierne, og nar vi nsermer
os x=1, bliver y-veerdierne uendeligt sma. Lige pa den anden side af x=1 er funktionsveerdierne
pludselig uendeligt store, hvorfra de igen falder og neermer sig 0. Til venstre for x=1 gennemlgber
vi altsa alle de negative y-veerdier, og til hgjre gennemlgber vi alle de positive y-veerdier. Veer-
dimaengden er altsa alle de positive og negative reelle tal. Det vil sige alle de reelle tal bortset fra
0.

Vm(f) =] = o0,0[U]0, o0
Vm(f) = R\{0}

Man kan ogsa forestille sig en funktion hvis graf ser sadan her ud

6N

5

i\

Definitionsmaengden er alle de reelle tal, fordi funktionen er defineret for alle x-veerdier. Men
der er et interval pa y-aksen som ikke er med i veerdimeengden. Man skal holde tungen lige i
munden med om det er abne eller lukkede intervaller, man har med at ggre. Tallet 2 er med i
veerdimaengden, mens 4 ikke er.

Vm(f) =] = o0, 2]UJ4, 00|

Vm(f) = R\]2,4]
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3.2 Sammensatte funktioner

Hvis man har to (eller flere) funktioner, kan man satte dem sammen. At satte funktioner sam-
men vil sige, at man forst kommer sin x-veerdi ind i den ene funktion. Det resultat man sa nar
frem til kommer man sa ind i den anden funktion. Den funktion, man fgrst bruger, kalder man den
indre funktion, mens nummer to kaldes den ydre funktion.

Teaenk pa et tal, leg 3 til. Gang resultatet med 2.

Her er den indre funktion

fla)=z+3

mens den ydre funktion er

g(x) =2z

Hvis vi havde teenkt pa tallet 4, skulle vi altsa fgrst komme det ind i f.

fA)=4+3=7

Dette resultat, skulle vi sa komme ind pa x’s plads i g.
g(7)=2-7=14
I stedet for at ggre det af to omgange som ovenfor, sa kan man spare tid og ggre det i én omgang. Det

vi gjorde var jo at komme x ind i f; og sa komme resultatet (dvs. {(x)) ind i g. Skrevet i en omgang
g(f(x)). Man kommer altsa f(x) ind pa x’s plads i g. Med eksemplet ovenfor svarer det til:

g(f(x)) =2f(z) =2(x +3) =22 +6

Altsa har vi fundet en forskrift for den sammensatte funktion g(f(x)). Man kan seette sit x direkte
ind her, og sa slipper man for at ggre det af to omgange som ovenfor. Vi tjekker, at vi far samme
resultat som fgr ved at seette 4 ind:

g(f(4)=2-44+6=8+4+6=14

Man skal holde tungen lige i munden, for det er ikke ligegyldigt, hvilken funktion der er indre
og ydre. Hvis vi f.eks. havde gjort det i den anden raekkefglge ovenfor ville vi fa

flg(x)) =g(z) +3=22+3

Bolle-notationen

For at undga de mange parenteser, som opstar ved sammensatte funktioner, bruger man en an-
den notation kaldet for bolle-notation.

flg(z)) = (fog)(x)

)

Man laeser det som ”f bolle g af x”, og man kan sige, at man ”boller funktionen f med funktionen g”.

Hvis

fx)=Vz og g(x)=3z

(fog)(z) = flyg(z)) = Vylz) = 3z
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(90 f)(z) = g(f(2)) =3f(z) =3V
Hvis
f@)=20+1 og glx)=a”

(fog)(@) = flg(x)) = 29(z) +1=22"+1

(g0 f)(z) =g(f(z)) = (f(2))* = (22 +1)* = 42® + 1 + 4o

Man kan ogsa seette sin funktion sammen med sig selv.
Hvis

f(@) = 22°
sa er

(fof)(x) = f(f(x)) =2f(z)® =2(22°)° = 2(2%2”) = 162"

3.3 Omvendte funktioner

Identitetsfunktionen

Identitetsfunktionen er en funktion, hvor det tal man kommer ind i funktionen er det samme
som kommer ud

Id(z) =z

Omvendte funktioner
To funktioner kaldes omvendte, hvis man far identitetsfunktionen ved at sammensztte dem. Man

kan teenke pa det som, at de to funktioner virker modsatrettet, sa den ene annullerer det, den
anden gor ved et x.

Et eksempel pa omvendte funktioner er
fl@)=2" og g(z)=Vr, >0

Vi tjekker at de er omvendte funktioner ved at sammensaette dem bade den ene og den anden vej.
(fog)(@) = f9(2)) = (9(2))* = (Va)?* =
(g0 f)(@) =g(f(x)) =V [flx) =Va? ==z
Da vi ved at sammensatte dem fik x ud, er g og f omvendte funktioner. Hvis f er en funktion,

betegner man tit dens omvendte funktion med f ~!.

F.eks.

f@)=vz = [l(z)=2"
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Det er vigtigt at bemeerke, at -1”ikke skal forstas som en potens. Det er simpelthen bare et sym-
bol, der betyder ”omvendt funktion”.

@) # (f(a) ™
Andre eksempler pa omvendte funktioner er

e’ og In(x)

10° og log(z)
x
2 it
z o9 5

r+8 og -8
Alle de trigonometriske funktioner har ogsa omvendte funktioner.
sin(z) og sin~!(x)

cos(x) og cos (z)

tan(z) og tan"!(x)

Omvendte funktioner kaldes ogsa for inverse funktioner.

3.4 Stykkevise funktioner

Stykkevise funktioner er funktioner, hvor funktionsforskriften sendrer sig i forskellige intervaller.
En stykkevis funktion kunne f.eks. se saledes ud:

\ ,
\

\

%

Vi ser, at denne kurve ikke er kontinuert, og at den skifter funktionsforskrift i punktet (2,1). Leeg
ogsé meerke til, at punktet pa enden af grafen for f(x) = 22 + 1 har en "aben bolle- et punkt, der
ikke er fyldt ud i midten. Dette markerer at x = 2 ikke ligger pa grafen for 22 + 1. Den ”lukkede
bolle”i starten af grafen for f(x) = —3x + 3 markerer, at © = 2 er med pa denne graf.
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Hvordan skrives de op?

Funktionsforskriften for en stykkevis funktion skrives lidt anderledes, end man normalt er vant
til. T funktionsforskriften er det nemlig vigtigt, at man definerer intervallerne, hvor de forskellige
funktionsforskrifter er gaeldende. Dette kaldes ogsa en gaffelforskrift. En funktion som den ovenfor
kan skrives som.

2?2 +1 forx <2
f(z) =
—x+3 forx>2

Differentiering af stykkevise funktioner

Nar vi differentierer stykkevise funktioner, differentierer vi i virkeligheden bare i de forskellige
intervaller hver for sig. Dette kan beskrives ved:

gy — 39 (®)

Vi ser her, at funktionen f(z) bliver differentieret ved, at differentiere de to funktioner g(z) og h(z)
hver for sig. I dette eksempel har vi dog ikke defineret de intervaller, hvor g(z) og h(x) geelder i.
Nar vi definerer disse intervaller er det vigtigt at vide, at funktionen ikke er differentiabel i punktet
eller punkterne, hvor funktionen bliver ”splittet”. I vores ovenstaende tilfeelde er funktionen f(x)
altsa ikke differentiabel i x = 2, selvom denne veerdi er inkluderet i funktionen.

4 Geometri

I kapitlet om geometri studerer vi den 2-dimensionelle plangeometri. Vi leerer om afstandsformlen,
distanceformlen samt cirklens ligning. Til sidst ser vi pa skeering mellem en cirkel og en linje.

4.1 Afstandsformlen

Afstandsformlen er en formel til at finde afstanden mellem to punkter, hvis vi blot kender deres ko-
ordinatseet.

Hvis punktet A har koordinaterne (x;, y1) og punktet B har koordinaterne (xa2, y2), s& er afstan-
den mellem punkterne:

|AB| = /(22 — 21)? + (y2 — 11)?

De lodrette linjer betyder ”afstanden mellem A og B”eller ”"leengden af linjestykket mellem A
og B”.

Hvis f.eks. A(1, 2) og B(3, 5), sa er

Hvorfor ser formlen ud, som den ggr?
Grunden til, at formlen ser ud, som den ggr, skyldes Pythagoras. Hvis vi ud fra vores ene punkt

tegner en vandret stiplet linje, og ud fra det andet tegner en lodret stiplet linje, sa vil de to linjer
mgdes, og der vil dannes en retvinklet trekant.
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B (X21 y2)

[yoy4l

v

Det er let at finde leengden af kateterne. Den enes leengde er forskellen i x-koordinaterne, og
den andens er forskellen i y-koordinaterne.

Nu folger formlen ved at bruge Pythagoras’ leeressetning

hyp? = 1.kat® + 2.kat?
|ABP? = |wg — 21 + |y2 — w1 |?

|AB|? = (z2 — 71)* + (y2 — y1)?

Sa skal vi til sidst tage kvadratroden pa begge sider

|AB| = /(22 — 21)% + (y2 — y1)?

OBS: Formlen galder ogsa, selvom linjestykket mellem punkterne er parallelt med x- eller y-aksen.

N

6

5 B(3,5)

4

3

2 A@B2)

1

0 >
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

|AB|=/(3=3)2+(5-2)2=0+32=3
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4.2 Distanceformlen

Mens afstandsformlen bruges til at bestemme afstanden mellem to punkter, sa bruges distance-
formlen til at bestemme den korteste afstand mellem en ret linje og et punkt.

Vi kalder vores rette linje for I, og vores punkt for P. Da [ er ret, har den ligningen y=az+b, og
Phar koordinatsaettet (x1, y1). Den korteste afstand mellem P og [ er

_axy 4+ b —y

dist(P,1) = T

Den korteste afstand betyder den vinkelrette afstand, som man kan se pa tegningen nedenfor.

W

Hyvis vores linje og punkt er givet ved

l:y=3z+2 og P(57)

sa er

b— . 2 — 1 1
dist(P,l)z'axl—'_ yil  13-5+2-7 |10 10 ~3.16

Va2 r1 V3 +1 V1o Jio

4.3 Ortogonale linjer

Hvis to rette linjer ikke er parallelle, sa vil de skeere hinanden i et punkt. I dette punkt kan man
male vinklen mellem dem. Hvis vinklen mellem dem er 90°, s& siger man, at de to linjer star
vinkelret pa hinanden, eller at de er ortogonale.

At to linjer er ortogonale er altsa det samme som at de star vinkelret pa hinanden.

Pa folgende tegning er linjerne 1 og m ortogonale.
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Man skriver at to linjer er ortogonale ved at bruge fglgende tegn

Il 1lm

Der gelder en ret vigtig sesetning om ortogonale linjer. Hvis vores linjer er givet ved ligningerne
l:iy=ax+b og m:y=cx+d, sa gaelder der:

llm & a-c=-1

Med ord vil det sige "to linjer er ortogonale hvis og kun hvis produktet af deres haeldningskoeffi-
cienter er -1”.

Dette ggr det meget let at undersgge om to linjer er ortogonale. Man skal bare gange haeldninger-
ne med hinanden og se, om man far -1.

Lad os tage et par eksempler:

Eksempel 1

Er linjerne 1: y=2x-1 og m: y=-0,5x+3 ortogonale?

Linjen 1 har heeldningen a=2 og linjen m har haeldningen ¢=-0,5

a-c=2-(-0,5)=-1

Da produktet af haeldningerne er -1, sa er linjerne ortogonale. Det er faktisk dem, der er indteg-
net ovenfor.

Eksempel 2

Find ligningen for den linje m, der er ortogonal med l: y=4x+1 og som gar gennem punktet P(2,3).

Vi skal altsa finde m’s heeldning (c) og m’s skeering med y-aksen (d). Vi starter med at finde c¢. Da
m star vinkelret pa I, ved vi, at produktet af deres haeldninger skal veere -1

a-c=-—1

4.c=-1
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Altsa ma ligningen for m vaere

y=—0,25x+d

Vi kan bestemme d, fordi vi ved, at punktet (2, 3) ligger pa m. Det betyder, at vi kan indseette
dette punkt i ligningen for m.

y=—0,25z +d

3=-0,25-2+d
3=-0,5+4d
34+0,6=d

3,5=d

Altsa er ligningen for m

y=-—0,25x+3,5

4.4 Cirklens ligning

y=>5xr—3

er ligningen for en ret linje. Det betyder, at hvis man saetter et punkt (x, y) ind i ligningen, sa vil
ligningen veere sand (der star det samme pa begge sider af lighedstegnet) hvis punktet ligger pa
linjen, og den vil veere falsk (der star noget forskelligt pa de to sider) hvis punktet ikke ligger pa
linjen.

P& samme made kan man lave en ligning for en cirkel. En cirkel er bestemt ud fra to ting: dens
centrum og dens radius.
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Hvis et punkt P(x,y) ligger pa cirklens periferi, sa er afstanden mellem punktet og centrum lig
med radius.

|PC|=r

Vi kan bruge afstandsformlen til at skrive lidt om pa det.

|PC|=r

Vie—a)?+y—-b2=r
(x —a)* + (y —b)* =12

Den nederste ligning er den, vi kalder for cirklens ligning. Hvis en cirkel har centrum i C(a, b) og
radius r, sa er dens ligning

@ = +(y— b =r?

Det vil sige, at et punkt P(x, y) ligger pa cirklen hvis og kun hvis koordinatseettet (x, y) tilfreds-
stiller ligningen.

Eksempel

Cirklen med centrum i (1, 4) og med r=>5 har ligningen

(-1 +(y—4)>%=25

Punktet A(4, 8) ligger pa cirkelens periferi, fordi

(4-1°+(8-4)7=3"+4>=94+16=25=1"

Punktet B(2,-1) ligger ikke pa cirkelens periferi, fordi

(2-1)2+(-1-4)2 =12+ (-5)*=1+25=26 #r*
Cirklen og punkterne er indtegnet pa figuren nedenfor
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4.5 Omformning af cirklens ligning

(x -2+ (y+1)>=16

er ligningen for cirklen med centrum i C(2, -1) og radius 4.

Ved hjelp af kvadratssetningerne kan vi udregne parenteserne

(=2 +(y+1)* =16
(2 +4—4dx)+ (¥ + 1+ 2y) = 16
2?4y —dr+2y+5=16

2?4 y? —da+2y =11

Den nederste ligning er en omformning af den gverste, og derfor er den nederste ogsa en ligning
for cirklen. Imidlertid kan man ikke aflaese centrum og radius direkte ud af den. Vi vil derfor prgve
at finde en metode til at omforme ligninger af den nederste slags til den gverste slags.

Vi starter med en ligning af den nederste type

22 +y? — 102 + 4y = —25

Idéen er at fa samlet nogle af leddene ved hjelp af kvadratseetningerne.

22— 10z og y*+4y

skal altsa ses som dele af kvadrater pa toledede stgrrelser, hvor -10x og 4y svarer til de dobbel-
te produkter.
(x —5)% =22 +25 - 10z

(y+2)2 =9 +4+4y
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Vi har valgt tallene i parenteserne, saledes at vi far -10x og 4y til at veere de dobbelte produk-
ter. Hvis vi rykker tallene fra hgjre side hen pa venstre, far vi

(x —5)* =25 =22 — 10z

(y+2)%2 —4=y>+4y

Hgjresiden er nu identisk med det, vi startede med. Derfor kan vi omforme vores ligning

22 4+ 4% — 10z 4+ 4y = —25

22 — 10z +y* + 4y = —25
(=5 =25+ (y+2)*—4=-25
(x—5)2+(y+2)?2=-25+25+4

(x—5)2+(y+2)?=4

Nu kan vi afleese cirklens centrum til (5, -2) og radius til 2 (kvadratroden af 4).

4.6 Cirkler og linjers skaering

Néar man har med cirkler og linjer at ggre, kan det ofte vaere nyttigt at finde ud af, om de skeerer hin-
anden, og hvad koordinatsattene til skeeringspunkterne i sa fald er.

Der er 3 muligheder for antal skeeringer, nar man ser pa cirkler og linjer. Hvis linjen skeerer cirklen er
der to skeeringspunkter, hvis linjen tangerer cirklen er der ét rgringspunkt, og hvis cirklen og linjen
slet ikke krydser hinanden er der (selvfglgelig) ingen skeeringspunkter.

dist(Cl)<r dist(Cl)=r dist(Cl)>r

Hvis man kender cirklens centrumkoordinater og linjens ligning, kan man beregne den vinkelret-
te afstand mellem centrum og linje ved hjelp af distanceformlen. Hvis denne afstand er mindre
end radius vil der veere to skaeringer, hvis den er lig radius vil der vaere et rgringspunkt, og hvis
den er stgrre end radius vil der ikke vaere nogen skeeringer.

Eksempel:

Skeerer linjen 1: y=2x+4 cirklen C: (x-1)?+(y+3)%2=36 ?

Cirklens centrum er altsa (1, -3) og radius er 6.

Vi finder afstanden mellem linjen og cirklen vha. distanceformlen

— 2.144— (—
_lamtbom| 214439 0

dist(C, 1) e NS 7

Da afstanden mellem centrum og linje er mindre end radius er der altsa to skaeringer.
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Bestemme koordinaterne for skaeringspunkterne

Nar man har bestemt antallet af skeeringspunkter, kan man maske ogsa veere interesseret i at
finde koordinaterne for disse skaeringer.

Dette gor man ved at seette de to ligninger sammen. Man satter linjens ligning ind pa y’s plads
i cirklens ligning. Derved far vi en andengradsligning med x som eneste ubekendte. Den lgser vi,
og vi har sa x-koordinaterne for. Disse indseettes sa i linjens ligning for at finde de tilsvarende
y-koordinater.

Vi illustrerer det med et eksempel.
Lad cirklen vaere givet ved ligningen

(x—22+@w+1)2=20

og linjen ved ligningen

y=x+3

Man kan tjekke efter, at de har to skeeringer. For at finde koordinaterne til skeeringerne seettes ud-
trykket for y i linjens ligning ind i cirklens ligning.

(z—2°+(y+1)*=20
(=22 +(z+3+1)>=20
(x =22+ (x+4)%=20

Nu udregner vi parenteserne ved hjelp af kvadratseetningerne

(-2 +(x+4)*=20
2?44 —dr 422 +16 + 8z =20
222 4 4x + 20 = 20
26 + 42 =0

Vi har nu en andengradsligning, som vi lgser ved hjzlp af nulreglen

202 4+ 4z =0
2x(x+2)=0
r=0Ve=-2

Disse to x-veerdier er x-koordinaterne for de to skeseringspunkter. Ved at indsstte dem i linjens
ligning, far vi de tilsvarende y-vaerdier.

y=x+3
yn=0+3=3
Yo =—-2+3=1

Skeeringspunkterne er altsa

(0,3) og (=2,1)
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5 Differentialregning
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@]

I kapitlet om differentialregning leerer vi om kontinuitet og differentiabilitet af funktioner. Vi leerer
om funktionstilvaekst, differentialkvotienter, regnereglerne for differentialkvotienter, tangentens lig-
ning samt optimering.

5.1 Hvad er differentialregning?

Differentialregning er en vigtig disciplin indenfor analytisk matematik. Det gar kort og godt ud
pa at bestemme hvor hurtigt funktioner vokser/aftager i et bestemt punkt. Med andre ord gnsker
man at bestemme haldningen af tangenten i det enkelte punkt.

Differentialregning viser sig at vaere meget anvendeligt i funktionsanalyse. Man kan saledes bruge
det til at bestemme funktioners maksimums- og minimumspunkter, funktioners monotoniforhold,
optimering af funktioner og meget andet. Differentialregning er ogsa meget anvendt inden for andre
fag og bliver brugt af bl.a. fysikere, ingenigrer og gkonomer.

Her pa WebMatematik kan du laese om de vigtigste begreber i differentialregning samt dens an-
vendelsesmuligheder.

5.2 Sekant og tangent
I differentialregning bruger man meget begreberne sekant og tangent. Derfor starter vi med at for-
klare dem her.

En sekant er en ret linje, der skaerer grafen for en funktion i to punkter. Man kan tegne sekanten
ved at tegne de to punkter pa grafen og (vha. en lineal) tegne linjen gennem dem.

Neden for er tegnet grafen for en funktion og sekanten gennem punkterne A(1, 2) og B(2, 5)
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En tangent er ogsa en ret linje. Men i modsaetning til en sekant, sa rgrer en tangent kun funktions-
grafen i ét punkt. Tangenten leegger sig op ad grafen, og hvis man zoomer taet nok ind, kan det
veere sveert at se forskel pa tangenten og funktionsgrafen.

Nedenfor er tegnet samme funktion som ovenfor med tangenten i punktet A(1, 2)

4

-2 -1

2~
f
t
B
A
0
0 1 2 3

Og hvis vi zoomer tilpas meget ind, kan det veere sveert at se forskel pa grafen og tangenten
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(0.84, 2.17)

(1.16, 1.84)

Det er ikke altid muligt at tegne tangenten i et punkt. Det kraever at grafen ikke har et knaek
i punktet.

5.3 Kontinuitet og differentiabilitet

Kontinuitet og differentiabilitet er to vigtige begreber indenfor matematisk analyse. Det er begre-
ber, der omhandler egenskaber ved funktioner.

Vi skal huske pa, at en funktion bare er en ordning, der til hver x-veerdi i definitionsmaengden
knytter én og kun én y-veerdi.

Folgende grafer er grafer for funktioner.

N o

funktion kontinuert funktion differentiabel funktion

Den forste graf er godt nok en funktion (for hver x-veerdi er der netop én y-veerdi), men den er
ikke szerligt paen at regne pa. Den hopper og springer.

Den anden funktion er noget pzenere. Den er nemlig sammenhaengende. Vi kan tegne den uden
at lpfte blyanten fra papiret. Den type af funktioner kaldes kontinuerte (IKKE kontinuerlige!)

Den tredje graf viser en funktion, der bade er sammenhaengende og som desuden er "glat”. Dvs.
at den ikke har nogen "knak”. Den type af funktioner kaldes differentiable.

At en funktion er differentiabel betyder ogsa, at man kan tegne en entydig tangent i hvert eneste
punkt pa grafen. Det kan man ikke, hvis der er et knaek. I knaekpunkter kan man tegne to tangenter,
og det bliver noget rod.

Nedenfor er tegnet en funktionsgraf (gron) med et knaek. I kneekket kan man tegne tangenten
fra venstre og tangenten fra hgjre.
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T venstre

t hajre

Det er kun de differentiable funktioner, man kan differentiere.

Alle de differentiable funktioner er ogsa kontinuerte (fordi de er sammenhengende). Derved kan man
sige, at differentiabilitet er en ”finere” egenskab end kontinuitet.

Man kan tegne det som folgende diagram. Den rgde cirkel er maengden af alle funktioner. Inde
i den ligger delmeengden af kontinuerte funktioner (de sammenhzengende) (gron cirkel). Inde i
de kontinuerte funktioner ligger delmeengden af differentiable funktioner (sammenhsengende og
glatte) (den bla cirkel).

funktioner

kont. funk.

5.4 Funktionstilvaekst
Som nzevnt tidligere handler differentialregning om at finde ud af, hvor hurtigt funktioner vok-
ser/aftager.

Derfor er man ngdt til forst at finde ud af, hvor meget funktionen vokser. Man bruger indenfor ma-
tematikken tit det graeske bogstav A (delta) til at beskrive en tilvaekst.

Hvis man har et fast punkt xg og man gnsker at se, hvor meget funktionen sendres (vokser/aftager), hvis
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man gar et lille stykke, h, hen pa x-aksen, sa kan man beregne funktionstilvacksten, Ay.

Ay =ys —y1 = f(xo+ h) — f(20)

f(xg+ h)

f(xo)

Lad os tage et eksempel. Vores funktion er f(x) = x? - 2x, og det punkt, vi gnsker at bestem-
me funktionstilvaeksten fra er xg = 3

Vores formel for funktionstilvaeksten er altsa
Ay =f(B+h)—f(3)
Vi finder forst f(3+h) ved at saette 3+h ind pa x’s plads i funktionsudtrykket.
fB3+h)=0B+h)?*-2B8+h)=3+h)?*—-6-2h

Vi bruger kvadratseetningerne til at reducere udtrykket

(3+h)>—6—2h=(9+h®+6h) —6—2h=h>+4h+3
Nu udregner vi {(3):

f(3)=32-2.-3=9-6=3

Funktionstilvaeksten er derfor

Ay = f(3+h)— f(3) = (h®* +4h +3) — (3) = h? + 4h

Afhaengig af, hvor stor h er (hvor stort et skridt vi tager pa x-aksen), kan vi altsa bestemme, hvor
stor funktionstilveeksten vil blive ved at seette denne h-veerdi ind.

Eksempel med tredjegradspolynomium

Vi kan ogsa tage et eksempel med et tredjegradspolynomium. Vi betragter funktionen f(x)=x>+4x,
og veelger nu vores begyndelsespunkt x( til at veere 2. Vi har igen, at:

Ay=f2+h) - [f(2)
Vi finder f(24+h) pa samme made som for:

f+nh) =@2+h)>+42+h)=(2+h)?>+8+4h
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Denne gang skal vi bruge en kubiksaetning pa udtrykket, da det star i tredje potens:

(2+h)>+8+4h =23+ 1 +3.2°h+3-2h* + 8+ 4h
=8+ h® + 12h + 6h* + 8 + 4h = h® + 6h* + 16h + 16

Sa udregner vi f(2):

f(2)=2°4+4.2=8+8=16

Nu kan vi bestemme funktionstilveeksten:

Ay = h3 + 6h? + 16h + 16 — 16 = h3 + 6h> + 16h

Det er altsa samme princip for polynomier af hgjere orden, men vi far nogle noget mere besveerlige
udtryk at arbejde med.

5.5 Differenskvotient og differentialkvotient

Nar man differentierer en funktion, finder man tangentheeldningen i et bestemt punkt. Den heeld-
ning, man finder, kaldes differentialkvotienten i punktet.

Men hvordan finder man tangenthaeldningen i ét punkt?

Vi ved fra c-niveau, hvordan man finder haeldningen af en ret linje, hvis man kender to punkter
pa linjen. Det ggr man ved at dividere sendringen af y-veerdierne med sendringen af x-veerdierne
(lees mere her).

Vi starter pa samme made, nar vi skal finde hzeldningen i ét punkt. Hvis vi gnsker at finde haeldnin-
gen 1 punktet (xg, f(xg)), sa starter vi med at ga et stykke, h, hen ad x-aksen og indtegner punktet
(xo+h, f(xo+h)). Vi kan tegne sekanten, s, gennem de to punkter.

Py
S
.
f{xg+h) 3
Ay
2]
f(x,)
/ i
0 rd
0 <] 2 N A 2 5

Vi kan beregne haeldningen af sekanten som

R ek ~ flwo+h)— f(wo)  f(wo+h)— f(x0)

s = = =

T — X1 ($0+h)7$0 h

Man kan ogsa skrive det som

Ay f(wo+h) — f(xo)

asziz

h h
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Man kalder sekanthaeldningen for differenskvotienten.Differenskvotienten er altsa funktionstilveek-
sten divideret med h. Navnet kommer af, at der er tale om en kvotient (en brgk) hvor telleren er
differensen mellem funktionsveerdierne.

Differentialkvotient

Hvis man nu ggr h mindre, sa neermer hjalpepunktet sig vores faste punkt, og sa vil sekanten komme
til at ligne tangenten mere og mere.

Herunder er indtegnet tangenten (bla) og tre sekanter (rgde) lavet ud fra forskellige h-veerdier.

N

Hvis vi lader h blive uendelig lille, sa vil sekanten naerme sig tangenten. Det er det, der er tricket
i differentialregning!

Vi finder differenskvotienten og sa ser vi, hvad der sker, nar h bliver uendelig lille. Det resultat,
vi far, kalder vi differentialkvotienten, og det svarer til tangentens heeldning.

Man siger, at differentialkvotienten er graensevaerdien af differenskvotienten for h gaende mod 0.

. . Ay
a = Jim(a;) = lim (57)

Man skriver ogsa tit differentialkvotienten i xg som

f'(x0)

Dette leeses ”f meaerke xg”
Eksempel
Vores funktion er f(x)=x2+3. Vi gnsker at finde differentialkvotienten nar xq=4

Forst finder vi funktionstilvaecksten

fA+h)=A4+h)?*+3=(16+h*>+8h)+3=h>+8h+19
N ——’

kvadratsaetning
f(4)=4>4+3=16+3=19
Ay = f(4+h)— f(4) = (h* +8h+19) — 19 = h? + 8h
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Sa finder vi differenskvotienten (dvs. sekanthaeldningen)

Ay h*+8h  h(h+38)
~h h h

=h+8

Qs

Sa ser vi, hvad der sker, nar h bliver uendeligt lille. Lige meget, hvor lille h bliver, sa vil der
ikke ske noget med 8-tallet. Men da h bliver meget lille vil det til sidst veere sa smat, at det er
helt ubetydeligt.

ap = ,1}3})(“5) = %;rr%)(h+8) =38
Altsa er differentialkvotienten
f(4) =38

Det vil sige, at tangenten til f i punktet (4, f(4)) har en heeldning pa 8.
N

30
25
20
15

10

5.6 Tretrinsreglen

Tretrinsreglen er en metode til, hvordan man differentierer funktioner. Den er en kombination
af afsnittene funktionstilveekst og differenskvotient og differentialkvotient herover, sa det anbefales
at du leeser dem fgrst.

Tretrinsreglen bestar - som navnet antyder - af tre trin.

Trin 1: Find funktionstilvaeksten
Ay = f(zo+h) — f(zo)

Trin 2: Find differenskvotienten
Ay f(wo+h) — f(zo)

asziz

h h

Trin 3: Find differentialkvotienten

o= f'aw) = fmo) = iy

(f(wo +h})l— f(aso))
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I stedet for at indssette et bestemt tal pa xg’s plads, sa plejer man at tage udgangspunkt i et
tilfeeldigt xo. Resultatet bliver saledes en funktion, der kaldes den afledede funktion. Ved at indsaette
et punkt i den afledede funktion, finder man haeldningen i det punkt.

Eksempel
Vores funktion er f(x)= 3x>

Trin 1: Vi starter med at finde f(xo+h) ved at satte xg+h ind pa x’s plads i funktionsudtrykket.
f(zo +h) = 3(xo + h)?* = 3(x + h* + 220h) = 323 + 3h* + 620h

Vi brugte undervejs en kvadratsaetning

Nu finder vi f(xq)

f(xo) = 33

Vi finder funktionstilveeksten ved at trackke dem fra hinanden

Ay = f(zo + h) — f(z0) = (322 + 3h? + 6z0h) — (335) = 3h* + 6x0h

Trin 2: Nu finder vi differenskvotienten (dvs. sekantheeldningen)

o & - 3h2 + 6560}7, _ h(3h+ 632‘0)

as ) N Y = 3h + 6x¢

Undervejs satte vi et h uden for parentes i teelleren for at kunne reducere brgken med h (lade h
i teelleren gé ud med h i nsevneren)

Trin §: Til sidst skal vi finde differentialkvotienten.

Vi skal altsa undersgge, hvad der sker med differenskvotienten, nar h bliver uendelig lille. Nar
h bliver uendelig lille, sa bliver 3h ogsa uendelig lille. Derfor kan vi se bort fra 3h. Derimod
bliver 6xg overhovedet ikke pavirket af, hvor stor h er.

a; = }llli)l%)(as) = }llli%(gh + 6;50) = 6z
Differentialkvotienten er dermed
f'(xo) = 620

Det betyder, at hvis vi vil finde heeldningen i et bestemt punkt, sa indseetter vi det bare pa xq’s
plads, og sa finder vi haeldningen. F.eks. er heeldningen, nar x¢=0,5

#(0,5) =6-0,5=3

Dette kan vi ogsa afleese pa nedenstaende tegning, hvor f er tegnet ind samt tangenten i punktet

X0:0,5
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f(x) = 3z

v

0/ " 2

5.7 Afledede funktioner

I praksis gider man ikke bruge tretrinsreglen hver gang, man skal differentiere en funktion. Der er
derfor nogle regler, man kan bruge. De er alle sammen udledt vha. tretrinsreglen

f(z)  f(2)
T 1
kx k
k 0
z" na™ 1
I _ 1
T z2
a® a”In(a)
e’ e’
ekx k - ekx
In(z) 1
Hvis man f.eks. vil differentiere
fz) =2

sa far man

Hvis man vil differentiere

g(x) =™
sa far man
g/ (IL‘) 5657'
Hvis man vil differentiere
h(z) = 4x
sa far man
h'(z) =4
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5.8 Regneregler for differentialkvotienter

Sumreglen
Hvis man ¢gnsker at differentiere summen af to funktioner, sa kan man bare differentiere dem

hver for sig. Det samme gaelder med differensen af to funktioner. Med symboler, kan vi skrive
det saledes.

() = f'(x) £ g'(x)

Med ord siger vi ”differentialkvotienten af en sum er lig med summen af differentialkvotienterne”.

F.eks. hvis
h(z) = 2z + 23
sa kan vi kalde
flx) =2z, g(x) =2’
Vi differentierer de to funktioner hver for sig
flx)=2, g¢'(x)=32"

Hvis vi vil differentiere h, skal vi altsa bare lsegge de to sammen.

B (x) = 2 + 322

Konstantreglen

Hvis vi gnsker at differentiere en funktion, der er ganget med en konstant, sa skal vi bare lade kon-
stanten sta og sa differentiere funktionen.

g(@) = k- f(z) =

Hvis

sa skal vi altsa bare lade 4-tallet sta og differentiere kvadratroden af x

1 2

9/(55):4'%:%

Produktreglen

Hvis man vil differentiere to funktioner, der er ganget med hinanden, er det desveerre ikke naer
sa let.
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W(x) = f'(z)- g(z) + f(x) - g'(x)

Man kan huske reglen ved at man skal ”diffe, beholde + beholde og diffe”.

Hyvis f.eks.
h(z) = 5% - In(z)
Denne funktion er et produkt af de to funktioner:
f(x) =522, g(x) = In(z)
Vi differentierer de to funktioner hver for sig:

1
fl(x) =522 =10z, ¢'(z)= .

Vi kan nu bestemme h’(x) med produktreglen ud fra de fundne differentialkvotienter og funktio-

nerne:
W(x) = f'(z)-g(z) + f(x) - g'(x)
W (z) = 10z - In(z) + 522 - é = 10z In(z) + 5z
Kvotientreglen

Hvis man vil differentiere to funktioner, der er divideret med hinanden, sa er regnereglen end-

nu sveaerere.

h(z) = M =

g(x

~

oy (@) glx) — f(@) - g'(2)
wle) = (9(@)?
Hvis f.eks.
23
M) = 51In(z)

Sa er h en kvotient (brgk) af funktionerne
fla) =2% g(z) =5In(z)

Vi differentierer dem hver iseer

Hvis vi vil differentiere h, kan vi altsa nu saette ind i kvotientreglen

3¢2-5In(z) —2®- 2 152%In(z) — 522 32%In(z) — 22

A ) TTE3) ER R T
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Regnereglerne

For at opsummere er reglerne:

5.9 Tangentens ligning
Man kan bruge differentialregning til at bestemme en ligning for tangenten i et bestemt punkt pa
en funktion.

Hvis funktionen f er differentiabel i punktet (xq, f(xq)) - dvs. hvis der ikke er et knaek i det punkt
- sa er ligningen for tangenten i det punkt givet ved

y = f(zo) + f'(z0) - (z — x0)
Nar vi bruger denne formel, skal vi seette noget ind, der hvor der star xg, f(xg) og f ’(x¢). Men x
og y skal vi lade veere variable.
Hvorfor ser formlen saddan ud?

Fra teorien om rette linjer ved vi, at man finder heeldningen til en ret linje ved denne formel:

Y2 —n
To — X1

a

Hvis man i stedet for at have to faste punkter pa grafen ( (xi, y1) og (x2, y2) ) har ét fast og
ét lgbende punkt (hhv. (xo, yo) 0og (X, ¥) ), kan man skrive den rette linjes ligning sddan her

a

Hvis vi ganger over med (x-xq) far vi
Yy—yo=a(z— )
Nu lzegger vi yq til pa begge sider

y=1yo+a-(xr—1x)

Det vi star med nu er altsa ligningen til en ret linje, der gar gennem det faste punkt (xo, yo). Vi
gnsker at bestemme en ligningen for tangenten i punktet (xg, f(xo)). Vores faste y-veerdi er
altsa funktionsvaerdien til punktet x0. Derfor kan vi saette yo=£(xo).

Vi ved fra teorien om differentialregning, at tangentens heeldning i xg er f ’(xq). Derfor kan vi seette
a=f’(xg). Altsa har vi nu

y = f(xo) + f'(x0) - (z — x0)
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Eksempel

Vi har givet en funktion

f(z) =2® —32% +4

og vi gnsker at finde dens tangent i punktet (1, £(1)).
Altsa er

.%‘0:1

Sa skal vi finde f(xq) ved at saette x¢ ind pa x’s plads i funktionsudtrykket.
f)=1"-3.-1>4+4=1-3+4=2

Nu mangler vi bare at bestemme f ’(xq). Det gor vi ved forst at differentiere f og derefter at sette

Xo ind.

fl(x) =321 —3.22%"1 +0 =327 — 6z

ff(1)=3-1>-6-1=3-6= -3

Nu kan vi seette xq, f(x0) og f ’(xg) ind i formlen for tangentens ligning.

y = f@0) + f'(z0) - (x — x0)
y=2+(-3)-(x—1)
y=2-3-(xr—1)
y=2-3z+3

y=—-3r+5

Og sa er vi feerdige.
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4 3 2

5.10 Monotoniforhold

At bestemme en funktions monotoniforhold svarer til at bestemme i hvilke intervaller, funktio-
nen er voksende, og i hvilke, den er aftagende. Kender man monotoniforholdene, har man en idé
om, hvordan grafen ser ud uden man behgver at tegne den. Differentialregning ggr det meget lettere
at bestemme monotoniforholdene.

Differentialkvotienten i et punkt zger lig med tangentens heeldning i punktet (zo,f(zo), sa derfor
geelder det, at hvis differentialkvotienten er positiv i et punkt, vil tangentheeldningen veere positiv,
og funktionen vil altsa veere voksende i det punkt. Hvis der er et abent interval, hvor differen-
tialkvotienten er positiv i alle punkter, sa méa alle tangentheeldningerne altsa veere positive, og
funktionen er derfor voksende pa hele intervallet. P4 samme made vil et interval med negative
differentialkvotienter give et interval, hvor funktionen aftager. Hvis differentialkvotienten er 0 i
et abent interval, betyder det, at tangenthseldningen er 0 (tangenten er vandret) og dermed er
funktionen konstant pa intervallet.

Ovenstaende kan sammenfattes til det, der kaldes monotonisetningen:

f'(z) > 0for allex €]a,b] =  f voksende pa]a,b]
() < Ofor allex €]a,b] = [ aftagende pa]a,b|
f'(z) =0for allex €]a,b] = f konstant pa ]a,b|

Maksimum, minimum og vendetangent

Det forste, man ggr, nar man skal bestemme monotoniforholdene for en funktion, er at differenti-
ere funktionen og sxtte den afledede lig med 0. Man lgser altsa ligningen

Ja)=0.

De z-veerdier, der lgser denne ligning, er dem, hvor tangenten er vandret. Der er tre muligheder
for, hvad disse punkter kan vaere. De kan veere makismumspunkter, minimumspunkter eller ven-
detangentspunkter.

Imellem to punkter, hvor f’(xg) = 0 er den enten positiv pa hele intervallet eller negativ pa
hele intervallet. Hvis den skulle skifte mellem at veere positiv og negativ ville den jo vaere ngdt til
at passere 0.
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Altsa kan vi undersgge, om f’'(xg) er positiv eller negativ i intervallerne mellem nulpunkterne ved
bare at veaelge et tilfzeldigt punkt i intervallet og se pa fortegnet af f/ i dette punkt.

Hvis f'(x0) er positiv til venstre og negativ til hgjre for f/(z9)=0, sa er der tale om et maksimum.
Hvis f/(x0) er negativ til venstre og positiv til hgjre for f/(z9)=0, er der tale om et minimum.

I forbindelse med undersggelse af en funktions monotoniforhold har vi normalt at ggre med funk-
tioner, der er kontinuerte i hele deres definitionsmeengde og dermed ogsa i ethvert delinterval. For
sddanne funktioner geelder det, at nar de er kontinuerte i et lukket interval [a;b], sa er funktionen
voksende, aftagende eller eventuelt konstant i hele intervallet [a;b], altsa inklusiv intervalende-
punkterne, nar blot f/(x) er positiv, negativ eller nul i hele det abne interval |a;b[. Dette er en
konsekvens af, at kontinuerte funktioner har en sammenheengende graf, sa funktionsvaerdierne f(a)
og f(b) fastleegges af veerdierne i det abne interval |a;b[, nemlig som graenseveerdierne af f(x)
for zgaende mod henholdsvis aog b.

Hvis vi derfor for en funktion f(x) konstaterer, at f'(z) = 0oz = —2Vva =0 ogat f'(z) >0
for alle zi intervallet ]-2;0[, s& er f(x) voksende i hele intervallet [-2;0], inklusiv endepunkterne og
ikke bare i det abne interval ]-2;0[ (se senere i det gennemregnede eksempel).

Hvis f’(z) har samme fortegn pa begge sider af g , sa er f(x) voksende (fortegnsvariation: +
0 + ) eller aftagende (fortegnsvariation: - 0 - ) pa begge sider af zy og grafen for f(z) har da
en vandret tangent i punktet (zg, f(xo) . Denne tangent krydser gennem grafen, dvs. pa den ene
side ligger den over grafen og pa den anden side ligger den under grafen. En sadan tangent kaldes
en vendetangent. Et eksempel pa denne situation forekommer i funktionen f(z) = (z —3)% + 2,
som har en vandret vendetangent i punktet ( 3,2 ) (kontroller eventuelt selv dette).

Figuren nedenfor viser grafen for en funktion med et lokalt maksimum og et lokalt minimum
(vandrette tangenter) og en vendetangent, men denne er ikke vandret som beskrevet ovenfor. Vi
vender straks tilbage til dette spgrgsmal.

Vendetangenter

Hvis vi forestiller os en tangent pa figuren nedenfor starte helt ude til venstre pa grafen, sa vil den
veere ret stejl og have positiv haeldning. Lader vi nu tangenten kgre langs grafen vil den i starten
stadig have positiv haeldning, men heldningen bliver mindre og mindre, dvs. f/(z) opfattet som
funktion er aftagende. Dette fortseetter lidt endnu ogsa efter at tangenten har passeret den grgnne
tangent, men et eller andet sted mellem grafens to toppunkter begynder haeldningen igen at blive
stgrre og sterre, forst negativ frem til det lokale minimum og derefter igen positiv. Her er f/(z)
opfattet som funktion altsa voksende.

Endvidere konstaterer vi, at samtidig med at f’(z) skifter fra at veere aftagende til at veere
voksende, sa skeerer tangenten gennem grafen for f(z) . Det kan ses som den bla tangent pa
grafen. Den x-veerdi, g , hvor skiftet sker, vil vi gerne finde. Tangenten i punktet (zo, f(zo)
kaldes en vendetangent .

Da f’(x) skifter fra at veere aftagende til at veere voksende i xp , ma f'(x) have et lokalt
minimum i zyp , dvs. den afledede funktion til f/(z) ma veere nul, altsa f”(z) = 0 . Kandidaterne
til mulige vende- tangenter skal altsa sgges blandt lgsningerne til denne ligning, og kravet til en
kandidat er, at f/(x) har et toppunkt, lokalt maksimum eller lokalt minimum i

At finde vendetangenter til grafen for en funktion f(z) kan altsa ske ved at foretage en funk-
tionsundersggelse af den afledede funktion f’(x) . Dette indebaerer, at vi skal lave en fortegns-
undersggelse af den dobbelt afledede funktion f”(x) efter helt samme opskrift, som vi tidligere
lavede fortegnsundersggelse af f/'(z) for at bestemme monotoniforholdene for f(z) .

Nar vi lgser ligningen f”(z) = 0 giver det folgende fire muligheder for fortegnsvariationerne
omkring nul- punkterne/lgsningerne: + 0-,-0 4+, + 0 4+ og - 0 - . De to fgrste muligheder fgrer
til henholdsvis et lokalt maksimum og et lokalt minimum for f’(z) ixzy , dvs. vendetangenter
i punktet (zo, f(zo) , mens de to sidste muligheder ikke giver en vendetangent, idet der ikke er
lokale ekstrema til f/(z) 1 disse to tilfeelde.
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Grgn tangent er lokalt maksimum, sort tangent er lokalt minimum og bla tangent er
vendetangent.

Eksempel

Vi gnsker at bestemme monotoniforholdene for funktionen

flx) = —2® - 32+ 2.

f er en differentiabel funktion, sa vi starter med at differentiere den

flx) = =325 —3. 22271 + 0= —32% — 62 .

Nu gnsker vi at finde de x-veerdier, hvor f/(x) er 0

0=f'(z) &
0=-322-6z &
0= —3z(z+2).

Nulreglen giver nu, at lgsningerne er

r=0 V z=-2.

I disse to punkter er tangenten altsa vandret. Vi undersgger fortegnet for f’ i intervallerne mel-
lem dem. Det er nok bare at se pa et vilkarligt tal i hvert interval. Lad os starte med et tal mindre
end —2. F.eks. —3

f'(=3)=-3-(-3)>-6-(-3)=-3-94+6-3=-27+18=-9<0.
Altsa kan vi slutte
r<-2 = fl(z)<0.
Dette kan vi ogsa sige som

f aftager nar x < —2 .

Sa undersgger vi fortegnet af f’ nar x ligger mellem —2 og 0. Vi tager et tilfseldigt tal i interval-
let. Det kunne f.eks. veere —1,

fi(-1)=-3-(-1)>-6-(-1)=-3-1+6=3>0.
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Altsa kan vi slutte, at

re[-2,00 = fl(x)>0.

Dette kan vi ogsa sige som

f vokser nar z € [—2;0] .
Endelig ser vi pa intervallet, hvor x er stgrre end 0. Vi veelger et tilfeeldigt tal i dette interval.
Det kunne f.eks. veere 1,

ff1)y=-3-1"-6-1=-3-6=-9<0.

Altsa kan vi slutte, at

>0 = fl(x)<0.

Dette kan vi ogsa sige som
f aftager nar x > 0 .
Vi kan ogsa tjekke, om funktionen har en vendetangent. Som tidligere omtalt finder vi vendetan-

genter ved at lgse ligningen f”(z) = 0, hvor f”(x) er den anden afledede af f(z) . Vi kender
allerede f'(x) og differentierer derfor én gang til:

f"(z) = (=32% — 62) = 62— 6

Lgser ligningen:

f'e)=0& 6r—6=02=-1

Indseetter i f”(x) en x-veerdi fra hvert af intervallerne |- co ;-1[ og ]-1; oo [, f.eks. -2 og 0 og far:

f//(_2) =6 og f”(O) - _6

Heraf fplger, at ff”(z) > 0 iintervallet |- co ;-1[ og f”(x) < 0 i intervallet ]-1; oo [, og dermed er
1/ (x) voksende i intervallet |- 0o ;-1] og aftagende i intervallet [-1; co [ . Altsa har f'(x) et toppunkt
(her maksimum) i punktet (—1, f(—1)) og grafen for f(z) dermed en vendetangent i dette punkt,
jf. de tidligere bemerkninger om vendetangenter. Da vi kender tangentens heeldningskoefficient
f'(=1) =3 og reringspunktet (-1,3) kan tangentens ligning bestemmes. Resultat:

y=3x+6

Monotonilinje

Vi kan tegne resultaterne ind i en monotonilinje.
Man tegner en tallinje. Ovenover den har man x, under den f’ og f.

Forst tegner man de x-veerdier ind, hvor f’(x) = 0. Man skriver derfor 0 ud for f’ ved disse x-
veerdier. Dernaest indtegner man fortegnene for f’ mellem disse veerdier. Til sidst tegner man pile
alt efter, hvad det betyder for f. Under et plus tegner man en pil der gar opad mod hgjre og under
et minus tegner man en pil, der gar nedad mod hgjre. Nar man har tegnet pilene kan man se, hvad
der er lokale maksima og minima, og hvad der er vendetangenter. Her er monotonilinjen tegnet
skridt for skridt for eksemplet herover.
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X x -2 0 x -2 0 x -2 0
! f' 0 0 f'+0+0+ f'+ 0+ 0+
f f f f Nalok Alok

min~ max

Man skal altid afslutte med at konkludere, hvordan monotoniforholdene er. I dette tilfaelde ville
man skrive:

f er aftagende pa intervallerne | — oo; —2] og [0; 00|

f er voksende péa intervallet [—2; 0]

f har lokalt minimum i (-2, f(—2)) og lokalt maksimum i (0, f(0)).

Herunder er f tegnet, si man kan se, at det er det rigtige, man er naet frem til
4

3]

N

-2

f(x) = —x3 —3x2+4+2 -3

Opsummering

For at opsummere er der fglgende opskrift, man altid kan felge for at finde monotoniforholdene
for en funktion.

1. Differentier funktionen

[\

. Los ligningen f'(z) =0
3. Bestem fortegnet for f’(x) mellem nulpunkterne.
4. Tegn monotonilinje

5. Konkluder med tekst

5.11 Optimering
En af de vigtigste anvendelser indenfor differentialregning er optimering. Det kunne f.eks. veere

en virksomhed, der ville maksimere sit overskud, eller en konservesfabrik, der ville minimere sit me-
talforbrug (overfladearealet af daserne).
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Vi vil fgrst gennemga et eksempel og bagefter komme med en opskrift pa, hvordan man lgser op-
timeringsproblemer.

En virksomhed producerer kasser med kvadratisk bund og uden lag. Kasserne skal kunne inde-
holde 1 dl (=100cm?). Bestem sidelzengden af kassens bund siledes at kassens overfladeareal bli-
ver mindst muligt.

Forst skal vi danne os et billede over hvilken figur, det er, vi arbejder med. Kassen har kvadra-
tisk bund. Lad os kalde sideleengderne i bundstykket for x. Lad os kalde kassens hgjde for h. Bade
x og h skal (selviglgelig) vaere positive. Det vi arbejder med er altsa en kasse af folgende type:

h

X
X

Nu skal vi danne os et overblik over, hvad vi skal optimere (i dette tilfzelde minimere). Det er over-
fladearealet. Lad os prove at udtrykke overfladearealet, O, ved hjelp af x og h.

Kassen har fire sider, der hver har arealet

Aside =T h

Derudover har den en bund, der har arealet

Apund =T - T = x°

Det samlede overfladeareal er altsa

O(l‘, h) =4- Aside + Abund = 4xh + JJ2

Det er altsa denne funktion, vi vil finde minimum for. Imidlertid har vi et problem: den indeholder to
variable (x og h), og vi kan kun finde maksima og minima for funktioner af en variabel. Heldigvis
har vi faet en oplysning, der ggr, at vi kan udtrykke den ene variabel med den anden. Vi har nemlig
fiet at vide, at kassens volumen skal vaere 100 cm3.

V=x-2-h=100

z2h = 100
100
h = ?

Man skal vaere opmeaerksom pa, om man er kommet til at dividere med 0 (man ma aldrig dividere
med 0). Men da x er en sidelzengde, er den altid positiv, og derfor er x? aldrig 0. Derfor har vi
ikke foretaget os noget forbudt.
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Dette udtryk for kan vi nu saette ind pa h’s plads i udtrykket for overfladearealet.
100 400
O(x):4x-—2+m2:—+x2, x>0
T x

Nu er forarbejdet gjort. Vores funktion O(x) har kun en variabel, og vi er parat til at optimere
den. Metoden er faktisk identisk med at finde dens monotoniforhold.

Forst differentierer vi O(x).

-1 —400
O'(z) =400 — +22° " = —— 42z
x x

Nu seetter vi O’(x) lig med 0 for at finde de steder, hvor tangentheeldningen er 0 (dvs. tangenten
er vandret, dvs maksimum, minimum eller vendetangent).

O'(z)=0
_430 +22=0
xr
2r = %
223 = 400
3 =200

z = v/200 ~ 5, 85¢cm

Det eneste sted, hvor tangenten er vandret er altsa nar x~5,85 cm. Vi mangler stadig at undersgge,
om dette punkt er et minimum. Dette gor vi ved at undersgge om O’ er positiv eller negativ pa
hver side af 5,85. Vi starter med at undersgge fortegnet pa O’, nar x er mindre end 5,85 (men
stadig storre end 0). Vi veelger et tilfeeldigt tal i intervallet. Lad os for bekvemmeligheds skyld
veelge 1.

—400

2 +2-1=-400+2=—-398 <0

o'(1)

Derefter undersgger vi fortegnet for O’, nar x er storre end 5,85. Vi vaelger at se pa tallet 20.

—4 —400
0’(20):Wg()+2~20:m+40:—1+40:39>0

Nu kan vi tegne en monotonilinje.

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 62

0 5,85
o} = 0 4+
@) N min A

Hermed kan vi se, at 5,85 er et minimum for overfladearealet.7

Vi kan tilmeld regne ud hvor stort overfladearealet bliver i dette punkt simpelthen ved at ssette
5,85 ind pa x’s plads i udtrykket for overfladearealet.

400
5,85

Omin = O(5,85) = + 5,852 ~ 102, 60cm?

Herunder er tegnet en graf, der viser hvor stort overfladearealet bliver ved veerdier af x.

400

275 _400 .,
O(xz) = - +x

250 |
225 |
200 |
175
150 |
125
100 |

75]

50 |

25

Opskrift

Her folger en opskrift pa hvordan du lgser optimeringsproblemer

1. Opskriv den funktion, du skal optimere

2. Opskriv den bibetingelse, du er blevet givet.

3. Isoler den ene variabel i bibetingelsen

4. Indsaet udtrykket for denne variabel i den funktion, du skal optimere.
5. Nu star du tilbage med en funktion af en variabel.

6. Differentier funktionen

7. Los ligningen f ’(x)=0

8. Bestem fortegnene for f ’ mellem lgsningerne

9. Tegn monotonilinjen
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5.12 Differentiation af sammensat funktion

Vi har tidligere set, hvordan man differentierer simple funktioner, hvordan man differentierer
en sum af funktioner, en differens af funktioner samt et produkt eller en kvotient af funktio-
ner. Vi kan dermed nzesten differentiere alle differentiable funktioner. Det eneste, vi mangler, er,
at kunne differentiere sammensatte funktioner. Nar vi har dette veerktgj pa plads, findes der ikke
en eneste differentiabel funktion, som vi ikke kan differentiere.

Reglen til at differentiere en sammensat funktion er
(f(g(x)))" = f'(9(x)) - g'(x)

Med ord, ville det lyde: "man differentierer en sammensat funktion ved at differentiere den yd-
re funktion med den indre urgrt, og gange med den indre funktion differentieret”. Reglen kaldes
nogle gange for ” kedereglen” .

Lad os lige gennemga nogle eksempler.

Vi gnsker at differentiere

h(z) = sin(3z + 2)

h er sammensat af

y(x) = sin(x), i(x) =3z 42

Vi starter med at differentiere den ydre funktion.
y'(x) = cos(x)

sa indseetter vi den indre urgrt pa x’s plads

y'(i(z)) = cos(3z + 2)

Dernaest differentierer vi den indre

i'(x) =3

og dette skal vi sa gange pa. I alt far vi altsa:

R (x) = cos(3x +2) -3

Lad os tage endnu et eksempel.

k(x) = (23 + 5)*

k er sammensat af de to funktioner

Vi differentierer den ydre

og indsatter den indre pa x’s plads.

Y (i(2)) = 4(2” + 5)°
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Nu differentierer vi den indre funktion

i' (1) = 32

Dette ganger vi pa, for at fa den samlede differentialkvotient

K (x) =9/ (i(x)) -i'(x) = 4(2 + 5)3 - 32% = 122%(2® + 5)3

I videoen kan du se, hvordan man differentierer -In(cos(x)) og forsta hvorfor det er stamfunktion
til tan(x).

6 Sandsynlighed og kombinatorik

I dette kapitel leerer vi om fakultetsfunktion, multiplikations- og additionsprincippet, kombinatorik,
stokastiske variable og binomialfordelingen.

6.1 Grundlseggende begreber

Inden for alle fag er der en szerlig terminologi (nogle bestemte ord, der bruges meget og betyder no-
get helt seerligt lige i denne sammenheng). Sddan er det ogsa inden for sandsynlighedsregningen.
I dette afsnit vil vi gennemga nogle af de vigtigste begreber indenfor sandsynlighedsregningen.

Udfaldsrum

Udfaldsrummet er det univers, vi bevaeger os indenfor. Alle de mulige udfald, der er for det ekspe-
riment, vi foretager os. Hvis vi kaster med en terning og er interesserede i, hvor mange ¢jne, den
viser, er udfaldsrummet

U=1{1,2,3,4,5,6}

Der er altsa 6 forskellige udfald.

Hvis vi i stedet havde kastet med to terninger, ville hvert udfald veere to tal. F.eks (4,3), der
ville betyde, at den fgrste terning viste en 4’er og den anden en 3’er. I dette tilfeelde ville ud-
faldsrummet besta af 36, forskellige udfald (den forste terning kan vise 6 forskellige veerdier og for
hver af dem kan den anden terning vise 6 forskellige veerdier. I alt er der altsa 6¥6=36 forskellige
muligheder)

U={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1), ..., (6,4),(6,5), (6,6)}

Hvis vi havde spillet poker (hvor man far 5 ud af 52 kort), havde en pokerhand (et udfald) kun-
net vaere (K5,S3, HE,RJ,KK) - altsa Klgr 5, Spar 3, Hjerter Es, Ruder Knaegt og Klgr Konge. I alt
ville udfaldsrummet besta af 2.598.960 forskellige pokerhzender. I afsnittet om kombinatorik vender
vi tilbage til, hvordan vi udregnede dette tal.

Vi kunne ogsa have haft en skal med 3 rgde og 1 bla bold. Hvis vi treekker en bold, ville udfalds-
rummet veere

U = {Rod, Bla}

Sandsynlighed

Hvert element i udfaldsrummet er tilknyttet en sandsynlighed. Man betegner sandsynligheden
med et lille p.
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I tilfzeldet med én terning, er sandsynlighederne for hvert udfald den samme. Der er 6 sider pa ter-
ningen, sa sandsynligheden for hvert udfald er 1/6

~ 0,1667

I tilfaeldet med to terninger, er der 36 mulige udfald. De er alle sammen lige sandsynlige, sa sand-
synligheden er

1
— ~0,02778
36 ’

for hvert udfald.

Hvis alle udfald er lige sandsynlige, kalder vi det et symmetrisk sandsynlighedsfelt.De to eksempler
ovenfor er symmetriske sandsynlighedsfelter.

Eksemplet med skalen med 4 bolde, hvor 3 er rgde og 1 er bla er ikke symmetrisk, da
3 . 1
p(Red) = 1= 0,75, p(Bla) = i= 0,25

Hvis man legger sandsynlighederne for alle elementerne sammen, skal det give 1 (svarende til
100%).

Haendelse

En haendelse, H, er en delmaengde af udfaldsrummet. F.eks. kunne man i forsgget med én terning
se pa heendelsen

H = {Antal gjne der er ulige}

De elementer i udfaldsrummet, der opfylder dette, er 1, 3 og 5.

Vi markerer sandsynligheden for, at en haendelse indtreeffer med et stort P. Man finder frem
til sandsynligheden for en heendelse ved at leegge alle sandsynlighederne for de enkelte elementer
i heendelsen sammen.

P(H):p(1)+p(3)+p(5)zé—kl—&-ézgzo,f)

(=}

Hvis der er tale om et symmetrisk sandsynlighedsfelt, er sandsynligheden for en haendelse

P(H) = Antal gunstige udfald
~ Antal mulige udfald

F.eks. kunne en haendelse ved to terningekast vaere

H = {summen af gjnene er 5}

De gunstige udfald er (1,4), (2,3), (3,2) og (4,1). Altsa er der 4 gunstige udfald. Vi indssetter
i formlen:

4
P(H) = 5 ~0,1111
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Komplementaer haendelse

Nogle gange er det lettere at regne sandsynligheden ud for, at en hendelse ikke sker.

Hvis vores haendelse hedder, H, sa betegner vi den heendelse, at H ikke indtraeffer med
H

Vi kalder det, den komplementaere hzendelse. Det er klart, at enten sker H eller ogsa sker den ikke.
Derfor geelder der, at summen af sandsynlighederne ma blive 1 (altsa 100%)

P(H)+ P(H) =1

P(H) =1 P(H)

Vi slar med tre terninger, og gnsker at finde sandsynligheden for, at vi far mindst én sekser.
Vores haendelse er altsa

H = {mindst 1 sekser}

I dette tilfeelde med terningerne er det imidlertid ikke helt let at beregne, hvor mange gunstige
udfald, der er for denne haendelse.

Den komplementaere hendelse ma veere:

H = {ingen seksere}

Det er noget lettere at udregne sandsynligheden for, at denne haendelse indtreeffer. Nar der ikke
ma vaere nogen seksere, er der nemlig fem gunstige udfald pa den forste terning (1, 2, 3, 4 eller 5).
For hver af dem er der 5 gunstige udfald pa den naeste terning, og for hver af dem er der endnu 5
gunstige udfald pa den tredje. Altsa ma sandsynligheden veere

5-5 125
56 216 0,579

— Antal gunstige udfald 5-
P(H) = =
(H) Antal muligeudfald :

Ved at treekke denne sandsynlighed fra 1, far vi sandsynligheden for H.

P(H)=1-P(H)=1-0,579 = 0,421

Altsa er der 42,1% sandsynlighed for at fa mindst én sekser, hvis man har tre slag. Det kan veere
nyttigt at vide, nar man spiller ludo!

6.2 Fakultetsfunktionen

En god del sandsynlighedsregning har med kombinatorik at ggre, og man far sveert ved at klare
sig gennem kombinatorik uden kendskab til fakultetsfunktionen. Man betegner fakultetsfunktionen
med et udrabstegn.

De tal, man kan tage fakultet af er de naturlige tal samt nul. Man kan altsa ikke bruge den pa
negative tal eller decimaltal.

Man tager fakultetsfunktionen til et tal ved at gange tallet med det tal, der er 1 mindre, og gange
med det, der er 1 mindre end det, osv. indtil man nar ned til at gange med 1.

nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...-3-2-1
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F.eks. er

41=4.3-2-1=24

)

6!=6-5-4-3-2-1="720

I visse dele af kombinatorikken kan man komme ud for at man skal bruge 0!

Derfor har man defineret

ol=1

Denne definition giver ikke mening i forhold til, hvordan man tager fakultet af de andre tal, men den
er defineret sadan, for at man nar frem til de rigtige resultater, nar man bruger de kombinatoriske
formler med samme vaerdi af n og r (se evt. de naeste afsnit for mere om dette).

Fakultetsfunktionen vokser hurtigt, hvilket man bl.a. kan se af fglgende oversigt over fakultet-
veerdierne af de mindste tal.

ol=1
1'=1
20=2
31=6
41 =24
5! =120
6! = 720
7! = 5040
8!'=40.320
9! = 362.880
10! = 3.628.800

6.3 Multiplikations- og additionsprincipperne

Nar man skal teelle kombinationer, er der nogle fa regler, man skal huske pa. Nogle af de vigtigste
er multiplikations- og additionsprincipperne.
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Multiplikationsprincippet

Hvis opgaven t; kan udfgres pa m forskellige mader, og opgaven ¢, kan udfgres pa n mader, sa kan
opgaven t; og tp udfgres pa m*n mader. Opgaven t; eller ty kan udfgres pa m-+n mader.

Lad os tage et eksempel.

Vi gar ind i en isbutik hvor vi vil have en is med 1 kugle.

e Man kan velge, om man vil have i baeger eller vaffel.
e Man kan vaelge mellem 3 slags is: chokolade, vanille og jordbeer.

e Man kan veelge om man vil have: syltetgj, fledebolle, guf eller ingenting ovenpa.

Pa hvor mange mader kan man lave en is med 1 kugle?

Lad os kalde valget mellem baeger og vaffel for ¢;. Det kan udfgres pa 2 mader.
Lad os kalde valget af is for ¢;. Det kan udferes pa 3 forskellige mader.

Lad os endelig kalde valget af topping for t3. Det kan udfgres pa 4 mader.

Da vi skal veelge en fra hver kategori, skal vi altsa udfgre ¢, og t» og t3. Derfor gor vi brug af
multiplikationsprincippet. Vi skal altsa gange antallet af muligheder med hinanden.

2:3-4=24

Vi har illustreret det med en tegning, hvor alle valgmulighederne fremstar ved at ga oppefra og
ned.

Additionsprincippet

Hvis vi er lidt mere bestemte i vores valg af is, sa kan vi se pa hvor mange mader man kan lave
en is med enten chokoladekugle eller fladebolle som topping. Det vil sige, hvor mange muligheder
har vi, hvis vi godt kan lide chokoladekugle for sig og fladebolle som topping for sig, men ikke kan
lide dem sammen.

Vi kalder antallet af muligheder med chokoladekugle for ¢ . Nu skal vi vaelge 1 af de 2 type
beholdere, iskuglen er allerede bestemt til at vaere chokolade, og dernzest 1 af de 3 slags topping
(syltetgj, guf eller ingenting, men IKKE flgdebolle). Altsa kan # udferes pa 6 (=2*1*3) mader.

Vi kalder antallet af muligheder med fladebolle for #. Her kan vi igen veelge 1 af 2 beholdere,
dernaest 1 af 2 typer is (vanille eller jordbaer men IKKE chokolade), mens toppingen er forudbestemt
til at veere flodebolle. Altsa kan ¢ udferes pa 4 (=2*2*1) mader.

Vi var interesserede i, at finde frem til, hvor mange mader, vi kunne valge enten med flgdebolle
eller med én kugle chokoladeis. Altsa t; eller t;. Vi bruger additionsprincippet.

6+4=10

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 69

Der er altsa 10 mader at lave en is med enten fladebolle eller chokoladeis.

De to principper ovenfor virker maske banale, men det er yderst vigtigt, du kan skelne mellem
dem, nar du skal udregne sandsynligheder i mere komplicerede tilfzlde.

Hvis du vil se principperne anvendt, sa kig pa siden om kombinatorik og sandsynlighed!

6.4 Kombinatorik

Kombinatorik er leeren om at teelle kombinationer. Det lyder maske andssvagt, at der er en hel
videnskab om dette, da det virker s& banalt at teelle (selv bgrnehavebgrn kan det!). Men kombina-
tioner kan hurtigt blive uoverskuelige.

Tenk f.eks. pa hvis du har lektier for i 8 fag, men du kun har tid til at lave lektier i 3 af dem.
Hvor mange mader kan du udvalge de 3 fag, du skal lave dine lektier i? Pludselig er det ikke sa
lige til at teelle, hvor mange kombinationer, der er.

Lad os regne lidt pa dette eksempel.

Nar vi veelger det forste fag, er der 8 muligheder. Nar vi skal veelge fag nummer to, er der 7
valgmuligheder. Ved valget af nummer tre, er der kun 6 muligheder tilbage.

Vi bruger mulitplikationsprincippet:

8 -7 -6 = 336 muligheder

Et stort tal, hva? Imidlertid er vi ikke helt feerdige! Hvis vi siger, at fagene hver er repraesenteret
af et bogstav, og vi nu har valgt fagene a, b og c, sa er der flere forskellige mader, vi kan have
trukket de samme fag pa: (a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b) og (c,b,a). Vi er ligeglade med i
hvilken raekkefglge, vi laver lektierne i de tre fag, sa alle kombinationerne ovenfor er egentlig den
samme for os.

For at se, hvor mange mader, vi kan bytte om pa de tre fag, ma vi teenke at det forste fag, vi laver
lektier i er der 3 muligheder, det naeste fag er der kun 2 muligheder, og det sidste er der kun 1
mulighed. Altsa kan de tre fag byttes rundt pa

3-2-1=6mader

Hver kombination af 3 fag gar altsa igen 6 gange blandt de 336 muligheder, vi fandt frem til ovenfor.
Vi ma altsa dividere med 6 for at nar frem til det rigtige svar.

8§-7-6

32.1° 0

Sa der er altsa 56 forskellige kombinationer af tre-fags-pakker, du kan lave lektier i.
Lad os se lidt naermere pa udtrykket ovenfor

8-7-6
3-2-1

Vi far den idé at forleenge brgken med 5-4-3-2-1.

8-7-6
3.2.1

-7-6-5-4-3-2-1
+2-1-5-4-3-2-1

Dette kan vi omskrive ved hjalp af fakultetsfunktionen:

8:-7-6 8:-7-6-5-4-3-2-1 8! 8!

3.2.1 3.2-1-5-4-3-2-1 3.5 31-(8—3)
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Vi har altsa fundet en formel til, hvordan man kan udvaelge 3 elementer ud af en maengde pa 8,
hvis man kun ma veelge den samme ting én gang, og hvis reckkefglgen er ligegyldig.

Denne formel kan generaliseres til hvis man gnsker at udvelge r elementer af en meengde, der
bestar af n elementer.

|
n:
Ky, =

ool (n—1)!

Hvis man f.eks. ville finde ud af, hvor mange pokerheender, der eksisterer, altsd hvor mange mader
man kan uddele 5 kort fra en bunke pa 52, hvor raekkefglgen er ligegyldig (vi er jo ligeglade med
om vi far Spar Es som fgrste eller sidste kort), bruger man formlen herover

52! 52!

K == =
95 T B (52—5)l Bl 47!

= 2.598.960

Der er altsa over 2,5 millioner forskellige pokerhzender!

Hvis raekkefglgen betyder noget

Det er imidlertid ikke alle tilfselde, hvor rackkefglgen er ligegyldig. Det kunne f.eks. veere, at du
blev bedt om at veelge dine top-10 yndlings-CD’er ud fra en liste pa 25 CD’er. Her er det i hvert
fald ikke ligegyldigt, hvad du velger som 1’er og som 10’er.

Pa hvor mange mader, kan man lave sadan en liste?

Jo ser du, pa fgrstepladsen kan du vealge din favorit af de 25 CD’er. Pa andenpladsen kan du
veelge din naest-yndlings af de 24 tilbagevaerende. Pa tredjepladsen kan du vealge blandt de 23
tilbageveerende. Og sa videre indtil du til sidst har 16 valgmuligheder til din tiendeplads.

Kombinationerne er derfor

25-24-23-22-21-20-19-18-17-16 = 11.861.676.288.000

Altsa nzesten 12 billioner mader at sammenszaette en top-10 pal
Vi far en idé og ganger og dividerer med 15-14-13-...-3-2-1.

25-24-23-22-21-20-19-18-17-16-15-14-13-...-3-2-1
15-14-13-...-3-2-1

Vi omskriver igen ved hjzelp af fakultetsfunktionen
25-24-23-22-21-20-19-18-17-16-15-14-13-...-3-2-1
15-14-13-...-3-2-1

25! 25!

15! (25— 10)!

Vi kan generalisere. Hvis vi vil udveelge r elementer fra en maengde pa n mulige, hvor vi kun ma
veelge hvert element én gang, og hvor rakkefslgen betyder noget, kan det gores pa folgende antal
mader:

Vi spiller Mastermind, hvor man skal veelge en kode bestaende af 4 farver ud af de 8, der er med
i spillet. Hvis hver farve kun ma velges én gang, og raekkefplgen af farverne teeller, sa spekulerer
pa, hvor mange forskellige kombinationer, man kan komme frem til. Svaret er

8! 8!

— = 1680 forskellige koder

P = =
SET -4 Al
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6.5 Kombinatorik og sandsynlighed

Man kan bruge kombinatorik i sandsynlighedsregning. Her kommer nogle eksempler pa hvordan.
Det kan veere en god idé at laese afsnittet om kombinatorik forst.

Eksempel 1

En skal indeholder 10 bolde, 5 rgde, 3 bla og 2 gule.

1. Vi traekker 3 bolde. Hvad er sandsynligheden for at de alle sammen er rgde?
2. Vi traekker 3 bolde. Hvad er sandsynligheden for, at 1 er gul og 2 er bla?
3. Vi traekker 4 bolde. Hvad er sandsynligheden for, at hgjst 1 er bla?

a)
Vores handelse er, at alle tre trukne bolde er réde. Sandsynligheden for heendelsen kan udregnes
som

P(H) = Antal gunstige udfald
~ Antal mulige udfald

Fgrst finder vi de mulige udfald. Det ma veere antallet af mader, man kan traekke 3 bolde ud af en
skal med 10 bolde. Vi er ligeglade med rackkefglgen, vi trackker i, sa derfor er antallet:

10! ~ 10!
3l-(10-3)! 3! 7!

Ko = =120

Nu skal vi regne antallet af gunstige udfald ud. Det svarer til alle de mader, hvor vi traekker alle
tre bolde i rgd farve. Da der er 5 rgde bolde i alt, svarer det altsa til, hvor mange forskellige mader,
man kan trackke 3 (rgde bolde) ud af en meengde pa 5 (rgde bolde).

5! 5!

K53 = = =10
PP (5—3) 3.2
Nu kan vi regne sandsynligheden ud:
ti K, 10
P(H) =808 _ 253 0 0, 0833

muhg N K1073 B 120

Der er altsa 8,33% sandsynlighed for, at vi treekker 3 rgde bolde.
b)

Vi skal finde sandsynligheden for, at 1 bold er gul, og 2 bla. Antallet af mulige udfald er det samme
som ovenfor.

Nar vi skal beregne antal gunstige udfald, svarer det til forst at se, hvor mange muligheder man
kan trackke 1 gul bold ud af de 2. Dernaest se pa hvor mange muligheder man kan traekke 2 bla
bolde ud af de 3. De to tal, man nar frem til, skal man gange med hinanden for at fa det totale
antal muligheder pga. multiplikationsprincippet.

Forst ser vi pa antallet af muligheder for at trackke 1 gul bold ud af en maengde pa 2.

2!

ne-1n 2

Koy =
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Nu ser vi pa hvor mange mader, man kan trackke 2 bla bolde ud af en maengde pa 3 bla bolde.
Sandsynligheden for at traekke 2 bla og 1 gul bold ma derfor veere:
o K271 ‘Kg,g 2-3

P(H =—=0,05
(H) Kios 120
Der er altsa 5% sandsynlighed for dette.
c)
Nu traekker vi 4 bolde, sa antallet af mulige udfald er
10! 10!
Ko = — 210

410 —4)! 4.6

Vi skal finde sandsynligheden for at hgjst 1 bold er bla. Vi far altsa succes, hvis der er 0 bla bolde
eller 1 bla bold.

Forst ser vi hvor mange mader, vi kan traekke 0 bla bolde pa. Det svarer til at trackke 0 bolde ud
af de 3 bla, og 4 bolde ud af de gvrige 7 bolde (de gule og rgde). Da begge disse ting skal veere
opfyldt, ganger vi dem med hinanden for at fa antallet af muligheder.

3! 7!

Kso-Kra =G 13

=1-35=35

Nu ser vi, pa hvor mange mader, vi kan treekke 1 bla bold. Det svarer altsa til at trackke 1 bold
ud af de 3 bla og 3 bolde ud af de gvrige 7.

3! 7!
K3 - K

S T TR T TR A

Da vi far succes bade, hvis der er 0 bla bolde og hvis der er 1 bla bold, sa skal vi laegge de to antal
muligheder sammen for at fa det samlede antal gunstige udfald.

P(H) = gunstige (K30 K74)+ (K31 Kr3) 354105
N mulige B Ko 210
140
~ 510 = 0,667

Der er altsa 66,67% sandsynlighed for, at man hgjst treekker 1 bla bold, hvis man har fire forsgg.

Eksempel 2

Hvad er sandsynligheden for at fa en pokerhand med 3 esser?

En pokerhand bestar af 5 kort, og i alt er der 52 kort. Antallet af forskellige pokerhaender ma derfor
veere:

52!

At fa en hand med 3 esser svarer til at trackke 3 esser ud af de 4 esser, samt at traekke 2 gvrige
kort ud af de 48 kort, der ikke er esser. Det bliver altsa til

4! 48!

Kys-Kyg0 = 3111 91.46!

=4-1128 = 4512
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forskellige haender, der indeholder tre esser.
Nu kan vi udregne sandsynligheden

_ gunstige  Ky3- Kygp 4.512

P(H)

~ 0,00174

mulige Ks2s  2.598.960

Der er altsa kun 0,174 % chance for at fa en hand med tre esser i et spil poker.

6.6 Stokastisk variabel

Det er ikke alle udfaldsrum der bestar af tal. Kaster man f.eks. en mgnt, er udfaldsrummet

U = {plat, krone}

Imidlertid kan det undertiden veere en fordel at man kan beskrive alle udfald ved hjzlp af tal.
Det er dét, man bruger en stokastisk variabel til.
En stokastisk variabel betegnes med et stort bogstav. Oftest X eller Y.

En stokastisk variabel er egentlig en funktion, hvor man til hvert element i udfaldsrummet har
knyttet et tal.

F.eks. kunne man i eksemplet med mgntkastet have tilknyttet den stokastiske variabel X, hvor

X (krone) =1, X(plat) =0

Hvis vi skal skrive sandsynligheden for, at fa krone, sa ggres det pa fglgende made

P(X=1)=0,5

Man skriver altsa sandsynligheden for, at den stokastiske variabel antager veerdien 1.

Og sandsynligheden for at sla plat, ville man skrive

P(X =0)=0,5

Lad os se pa endnu et eksempel.

Hvis man kaster to terninger, kan man lave en stokastisk variabel Y, der maler summen af gjnene
pa de to terninger.

Leeg meerke til, at sa ville flere forskellige udfald antage den samme veerdi.

Hvis vi havde slaet en 5’er og en 2’er eller hvis vi havde slaet en 1’er og en 6’er, ville summen veere
7 i begge tilfaelde.

Y(5,2)=Y(1,6)="7
Summen af to terningkast kan aldrig blive mindre end 2 og aldrig stgrre end 12. Derfor kan Y
antage veerdierne 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 og 12.

Hvis Y skal veere 2, sa er vi ngdt til at have slaet (1,1). Der er altsa kun 1 mulighed ud af de 36.
Derfor er:

1
P(Y =2) = 52 ~0,02778

Hvis Y skal vaere 3 er der 2 mulige kast: (1,2) og (2,1). Altsa er:
2
P(Y =3) = — =~ 0,05556
(Y =3)= 2 ~0
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Hvis Y skal vaere 8 er der 5 mulige kast: (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2). Altsa er

5
P(Y =8) = 5= ~ 0,138

Du kan selv regne sandsynlighederne ud for at Y antager de andre veerdier.

Diskret vs. kontinuert

Der findes to slags stokastiske variable: de diskrete og de kontinuerte.
En diskret stokastisk variabel kan antage et endeligt antal veerdier
En kontinuert stokastisk variabel kan antage uendeligt mange veerdier (typisk et interval).

Eksemplerne ovenfor er begge diskrete stokastiske variable. Den stokastiske variable X kunne antage
2 veerdier (0 og 1), men Y kunne antage 11 forskellige veerdier (2,3 4,...,11,12).

Hvis vi laver en stokastisk variabel Z, der angiver hgjden pa folk i din klasse, kunne den f.eks.
antage veerdierne

Z(Pia) = 162, 3 Z(Rasmus) = 187,49 Z(Peter) = 179, 88
Den ville derfor ikke veere begraenset til et endeligt antal veerdier, men kunne antage alle mulige
positive veerdier, hvor lang de fleste ville falde i intervallet [155;195].

Derfor er Z en kontinuert stokastisk variabel.

6.7 Binomialfordelingen

Man bruger binomialfordelingen, nar man har et forsgg, der kun har to udfald: succes og fiasko.
Man gentager forsgget et antal gange. Dette antal kaldes antalsparameteren og betegnes med n.
Desuden skal der veere en fast sandsynlighed for at der bliver succes. Denne kaldes sandsynligheds-
parameteren og betegnes med p.

Vi laver en stokastisk variabel X, der angiver hvor mange succeser, vi har haft.

Vi kunne for eksempel have et spil 5-ternings-Yatzy, hvor vi manglede 3’erne. Vi er interesserede
i, hvor mange 3’ere vi far.

I stedet for at se det som at kaste 5 terninger, kan vi se det som at kaste 1 terning 5 gange. Derfor
er antalsparameteren n=>5.

Vores succes er, at terningen viser 3. Det er altsa fiasko, hvis den viser 1, 2, 4, 5 eller 6.
Der er 1 ud af 6, der giver succes, derfor er p=1/6.
Vores stokastiske variable X kan antage veerdierne 0, 1, 2, 3, 4, 5, alt efter hvor mange 3’ere vi far.

Vi vil se, hvad sandsynligheden er for at fa én 3’er. Dvs finde P(X=1). Det svarer til, at vii 1 af
de 5 terningkast far en 3’er, mens vi far noget andet i de 4 andre.

Pga. multiplikationsprincippet skal vi altsa gange
15555 1 (5\
6 6 6 6 6 6 \6

Imidlertid ved vi jo ikke i hvilket af de 5 terningkast, at 3’eren kommer. Det kan vaere i et hvilket
som helst af dem. Derfor er der fem muligheder. I alt er sandsynligheden for at fa én 3’er:

4
P(X:l):5~1-<2) ~ 0,402
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Binomialfordelingen

Det vi har set her er faktisk et specialtilfzelde af binomialfordelingen. Den siger nemlig, at

P(X = 7“) = Kn,r p- (1 - p)"iT

Tjek selv efter, at formlen passer med ovenstaende eksempel, hvor

n=>5
r=1

1
P=35

5!
Kn,r = K5,1 = ﬂ =5

Vi kan regne ud, hvad sandsynligheden er for at fa hhv. 0, 1, 2, 3, 4 eller 5 treere i de fem terningkast.

1 5 5 0

Sandsynligheden for at fa Yatzy med 3’erne i forste forsgg er altsa omkring 0,01%

7 Statistik

I dette kapitel introducerer vi sum-tegnet 3. Dernaest leerer vi om ugrupperede og grupperede
observationer, hvad middelveerdi, varians og spredning forteller os om et datasset samt hvordan
vi vha. sumkurver, kvartilseet og boksplots kan vise dette grafisk. Bagefter ser vi pa hvad normal-
fordelt data er, hvad x2-testen kan forteelle os og hvordan vi tager hgjde for fejlkilder i statistiske
undersggelser.
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7.1 Grundlaeggende begreber

Indenfor statstik er der en masse begreber, som det er veerd at have styr pa.

Stikprgve og population

Nar man laver en statistisk undersggelse, er det vigtigt at ggre sig det klart, hvem det er, man gnsker
at sige noget om. Er det alle mennesker i Danmark? Alle mennesker i Hgje Taastrup kommune?
Alle tanglopper i Verden? Den gruppe, man vil undersgge noget om, kaldes populationen.

Ofte er en population meget stor. Man kan f.eks. ikke veje alle tanglopper i Verden, eller spgrge
alle mennesker i Danmark hvad de ville stemme til naeste Folketingsvalg.

Derfor udtager man en stikprgve. En stikprgve er en mindre gruppe indenfor populationen. Der
findes forskellige mader at udtage en stikprgve pa, men det vigtigste er, at den repraesenterer hele
populationen. Man indsamler data fra sin stikprgve, og denne data generaliserer man sa til at
geelde hele populationen.

Observation, hyppighed, frekvens og kumuleret frekvens

Observationer i statistik er de ting, vi maler i vores undersggelse. Hvis vi f.eks. gnsker at undersgge
hvor store fgdder 15-19-arige danskere har, kunne vi spgrge din gymnasieklasse, hvilken skostgrrelse,
de bruger. Observationerne kunne her vaere skostgrrelserne: 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45,
46, 47.

Det totale antal i stikprgven betegner man med n.

Hyppigheden for hver observation er det antal gange observationen forekommer. Hyppigheden for
den i’te observation, betegner man tit h;.

Frekvensen er den procentdel, hvormed en observation forekommer.

hyppighed

frekvens = -
totalt antal observationer

Man betegner tit frekvensen for den i’te observation med f;

Den kumulerede frekvens (kumulere betyder opsamle) for en observation, far man ved at legge
frekvensen for den givne observation sammen med alle de frekvenser, hvor observationen er lavere.
Den hgjeste observation har en kumuleret frekvens pa 100% (nogle gange kan afrundinger dog ggre,
at den bliver 99,9 eller 100,1)

(kum. f); = fi+ fo+ ..+ fici + fi = ka
k=1

(Du kan leese om summationstegn her)

Lad os se pa et eksempel, hvor vi har malt skostgrrelsen pa alle i en gymnasieklasse bestaende af
28 elever.
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Obs. Hyp. Frek. (%) Kum.frek.
36 1 357 357
37 2 714 10,71
381 3,57 14,28
39 4 14,29 28,57
40 3 10,71 39,28
a1 14,29 53,57
42 3 10,71 64,28
43 3 10,71 74,99
44 4 14,29 89,28
5 2 714 96,42
46 0 0 96,42
47 1 3,57 99,99

Talt 28 (=n) 99,99

7.2 Summationstegn

Indenfor statistik skal man tit leegge mange tal sammen. Man har derfor opfundet en smart nota-
tion, s& man pa en kort made kan skrive, at man leegger mange tal sammen. Denne notation ggr
brug af summationstegnet, ¥ (det graeske bogstav store sigma).

Hvis vi nu skulle leegge tallene fra 1 til 10 sammen, ville vi skrive det pa denne made

1+2+3+44+54+6+7+84+94+10

dette kan skrives meget kortere ved hjzlp af sumtegn:

Tallene over og under sumtegnet er summens grzenser. Det nederste er det laveste heltal man skal
saette ind pa k’s plads, og det gverste er det hgjeste heltal, man skal seette ind pa k’s plads.

Sumtegnet skal laeses sadan, at man ferst setter det laveste tal ind pa k’s plads i udtrykket efter
sumtegnet. Derefter skal man satte tallet 1 hgjere ind pa k’s plads, og leegge de to tal sammen. Sa
skal man satte tallet endnu 1 hgjere ind pa k’s plads og leegge dette til, osv. osv. indtil vi satter
den gverste graense ind pa k’s plads.

Lad os se pa nogle eksempler,hvor vi til venstre skriver summationstegns-notationen og til hgjre
skriver summen ud led for led.

5
Zk2 = 12422432442 452
k=1
8
S VE = V24 VB+VA+VE+VE+VT+ VB
k=2
6
) DL U U W
k1 2 3 4 5 6
k=1
5
> ke(k—1) = 2-1+3-2+4+4.3+5-4
k=2
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Hvis man har n observationer: xi, Xa, X3,...,Xn—2, Xn—1, Xn, kan man skrive deres sum saledes:

n
Zxk = x1+ax2+2x3+...+2x)
k=1

7.3 Ugrupperede vs. Grupperede

Der findes overordnet set to slags observationer: ugrupperede og grupperede.

I dette afsnit ser vi pa, hvad forskellene er pa dem. I de senere afsnit vil vi dele op og se pa dem
hver for sig, nar det er ngdvendigt.

Nar vi har et datasaet, er data som udgangspunkt ikke grupperet. Det er op til os at vurdere, om
det giver mening at gruppere datassttet i netop dette tilfeelde. Nar man grupperer et datasat,
inddeler vi observationerne i intervaller.

Et godt billede til at skelne er, om man maler folks skostgrrelse eller hgjde.

Ved skostgrrelse vil du observere 36, 37, 38, 39, ..., 44, 45, 46, 47. Der er altsa tale om ugrupperede
observationer, hvor der ikke er sa mange forskellige observationer, og hvor hyppigheden af hver
observation ofte er stgrre end 1. Vi kan godt gruppere data, men sa ville data ikke vere lige sa
detaljeret, som vi maske kunne gnske os. Ved at tegne et diagram over data, far vi fint overblik,
selvom data ikke er grupperet.

Ved hgjder er der mange flere muligheder. Man kunne f.eks. forestille sig, at fa hgjderne 165,4,
187,38, 176,7. De fleste ville forekomme med hyppighed 1. Derfor er det smartere at samle dem i
intervaller. F.eks. ]160;165], ]165,170], ..., ]185,190], ]190,195].

Her har vi altsa valgt at gruppere vores data, fordi det giver det bedste overblik.

Ved grupperede observationer taler man om intervalhyppighed og intervalfrekvens, svarende til hvor
mange observationer der falder indenfor hvert interval og hvor stor en procentdel af observationerne
der falder inden for hvert interval.

Sdjlediagrammer og histogrammer
Nar man skal lave en oversigt over, hvordan observationerne fordeler sig, gor man det forskelligt
alt efter om der er tale om grupperede eller ugrupperede observationer.

Ved ugrupperede observationer, vil man typisk tegne et sgjlediagram. Man har observationerne
henad x-aksen, og for hver observation satter man en lodret sgjle, der enten markerer hyppigheden
eller frekvensen for denne observation.
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hyppigheder for skostgrrelser

36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47

For grupperede observationer kan man ikke lave sgjlediagrammer. I stedet laver man sakaldte
histogrammer.

Et histogram har intervalgraenserne pa x-aksen. Pa y-aksen er der imidlertid ikke angivet nogen
akseveerdier. Den made man aflzeser et histogram pa er nemlig ved at se pa arealet af hver sgjle.
(Overst i hgjre hjgrne er angivet hvor stort et areal 5% svarer til. Hvis man leegger arealerne af
spjlerne sammen, far man 100%.

Hvis intervallerne har samme bredde, svarer sgjlernes hgjde til intervalhyppigheden. Men det er ikke
altid, at alle intervallerne har samme bredde. Nedenfor er tegnet to histogrammer, der repraesenterer
de samme observationer. I det forste histogram har alle intervallerne bredde 5, mens det i det andet
varierer mellem intervalbredder af 5 og 10.

Histogrammer over hgjdefordelinger

160 165 170 175 180 185 190 195 160 165 175 180 185 195

Nar man slar to sgjler sammen, skal man altsa sgrge for, at den nye sgjle har samme areal som de
to tidligere havde tilsammen.

7.4 Middelveerdi, Varians og Spredning

Nar man finder middelveerdien af et datasaet, svarer det til at finde gennemsnittet at tallene. Man
skriver det oftest som et x med en streg over

T = middelveerdi
Hvis vi havde spurgt 10 gymnasieelever om deres lommepenge og faet svarene at 5 fik 50kr/uge, 3
fik 70kr/uge og 2 fik 90kr/uge, sa ville det gennemsnitlige antal lommepenge pr uge veere

50 4 50 + 50 4+ 50 + 50 4+ 70 + 70 + 70 + 90 + 90
10 B

64

f:

Det vi gjorde, da vi regnede middelvaerdien ud, var at finde summen af alle observationerne (640).
Herefter dividerede vi til sidst med det totale antal observationer (10).
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Dette leder os frem til fglgende formel

n
_ £L’1+.’E2++(El
i=1

n

S|

I eksemplet ovenfor er n=10, x;=70, x2=90 osv.

Da vi i dag ofte benytter os af computere og diverse matematikveerktgjer(TT-nSpire, Maple) eller
programmeringssprog (Python, Matlab, R, osv.), s vil man finde middelveerdien ved fplgende

mean(x) = - sum(X)

hvor n er antallet af observationer (kan ogsa defineres som length(X)) og z er en vektor(datarackke,
f.eks. en rackke eller kolonne i et regneark), der indeholder n veaerdier.

(Du kan leese mere om summationstegnet her)

Man kan ogsa udregne middelvaerdien ved at gange frekvensen med observationen og summe det
sammen

n

f:Zfi‘mi:fl'$1+f2'$2+---+fn'517n

i=1
Man finder frekvensen ved

h
fi=
n
hvor f er frekvensen for observationen, h er hyppigheden af observationen og n er det samlede antal
observationer. Altsa er frekvensen den procentdel observation iudggr af datasaettet.

I ovenstaende eksempel fik 50% af eleverne 50kr/uge, 30% fik 70kr/uge og 20% fik 90kr/uge. Altsa
kunne man have udregnet gennemsnittet som

z=20,50-5040,30-70+0,20-90 = 64

Formlerne ovenfor kan vi bruge, nar vi har med ugrupperede observationer at ggre. Men hvad gor
vi s&, nar observationerne er grupperede?

Middelvaerdi for grupperede observationer

Nar ens observationer er grupperede, kan man ikke bare tage og gange observationsveerdien med
hyppigheden. For observationerne er jo hele intervallet og ikke bare en enkelt veerdi.

Det, man ggr, er, at man udplukker midtpunktet af sit interval og bruger som observationsvaerdi.
Nar man finder middelveerdien for grupperede observationer, sa finder man ikke den rigtige mid-
delveerdi, men et estimat af middelveerdien. Hvis ens interval har endepunkterne a og b, finder
man altsd midtpunktet pa fplgende made:

b— b
m = startveerdi + halvdelen af intervallets leengde = a + 5 e_a —2|—
eller
b— b
m = slutvaerdi — halvdelen af intervallets laengde = b — 5 @_9 ;

Vi har altsa formlen for intervalmidtpunktet:
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Nar man har fundet sit intervalmidtpunkt, seetter man det ind pa x;’ernes plads i formlerne for
middelveerdien af de ugrupperede observationer. Altsa far vi

T = — P =

12": _mit+met ..+ my
n

: n
=1

eller hvis man hellere vil bruge frekvenserne:

n
T:Zfi'mi:fl'm1+f2'm2+~~+fn'mn
i=1

Lad os se pa et eksempel, hvor vi har malt hgjden af 25 elever.

Observation, x; Midtpunkt, m; Antal observationer i intervallet Frekvens, f

160;170 165 8 32%
170;180 175 11 44%
J180;190] 185 6 24%

Sa kan gennemsnitshgjden beregnes vha. de to formler ovenfor:

Nu kan vi summere antallet af observationer i hvert interval, sa vi far folgende

Z ™My [160;170) = Z 165 + 165 + 165
i=1

i=1

+165 + 165 + 165 + 165 + 165 = 1320

Vi laver fglgende regnestykke for hvert interval og far sa

132 192 111
__ 1320+ 355+ 0 _ 170

T=0,32-165+0,44-17540,24 - 185 = 174,2

Varians og spredning
Varians og spredning siger noget om, hvor stor spredning, der er i datassttet. Ligger observatio-
nerne kort eller langt fra middelvaerdien?

Varians betegnes Var(x) eller med o%(z) (det graeske bogstav lille sigma sat i anden). Man beregner
variansen pa folgende made

= fi(z1 =2 + fo(v2 = T)* + oo + fulwn —T)2
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Man finder altsa afstanden mellem hver observation og middelvaerdien. Denne kvadrerer man, og
sa finder man gennemsnittet af dette.

Spredningen (eller standardafvigelsen) betegnes o(x). Laeg meerke til, at spredning og varians begge
betegnes med det graeske bogstav sigma, (o), hvor den eneste forskel er, at variansen er oplgftet i
anden. Spredningen beregnes pa folgende made

o(z) = v/Var(z) = /o2 (x)

Lad os finde varians og spredning for eksemplerne med lommepenge og hgjder ovenfor.

For lommepengeeksemplet er de:

o?(x) = 0,50 - (50 — 64)% + 0,30 - (70 — 64)* + 0,20 - (90 — 64)? =
=244

o(z) = V244 ~ 15,62
og for hgjde-eksemplet er de
Var(z) =
0,32 (165 — 174,2)% + 0,44 - (175 — 174,2)* + 0,24 - (185 — 174, 2)*

~ 55, 36

o(x) = /55,36 ~ 7,446

Bemerk, at vi brugte intervalmidtpunkterne til at finde variansen i tilfeeldet med grupperede
observationer.

Man bruger tit spredning og varians til at sammenligne forskellige datasaet. Herunder er tegnet
sgjlediagrammer for to datasset. Hver bestar af 22 observationer og de har samme middelvaerdi.
Imidlertid er varians og spredning forskellig for de to datasst.

Var(x)=3,91 Var(x)=1,10
o(x)=1,98 o(x)=1,04

o
i 12l 23 B4l 1sl 18] 1671 JUEVI )] 23 BAa nsl 18 1671

7.5 Sumkurver, kvartilseet og boksplots

Hvis man har lavet en statistisk undersggelse over folks hgjde, kunne man vaere interesseret i at
finde ud af, hvor mange procent, der er under 175 cm, hvor mange procent der er mellem 172 og
182 cm hgje, hvor hgje de 25% mindste er osv. osv.

Spgrgsmal af denne type kan let besvares ved hjelp af en sumkurve.

I en sumkurve har man sine observationer hen ad x-aksen og de kumulerede frekvenser op ad
y-aksen.
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Ugrupperede vs. grupperede

Hvis ens data er ugrupperet, tegner man sin sumkurve ved fra sin observation at ga lodret op til
den kumulerede frekvens. Derefter gar man vandret hen til naeste observation, hvorefter man gar
lodret op til dennes kumulerede frekvens. Man vil altsa fa en trappelignende figur.

Hvis ens data derimod er grupperet, tegner man sin sumkurve ved fra hgjre endepunkt af intervallet
at afsette den kumulerede frekvens. Nar man har gjort det for alle intervallerne, forbinder man
alle punkterne med rette linjer.

Sumkurver
ugrupperet grupperet

Lad os tegne en sumkurve ud fra et konkret datasset og se, hvad man kan bruge den til.

Vores data er over hgjde

observation hyppighed frekvens Kum.frekvens

[160;165] 2 7,14 7,14
[165;170] 6 21,43 28,57
[170;175] 8 28,57 57,14
[175;180] 5 17,36 75
[180;185] 3 10,71 85,71
[185;190] 1 14,29 100

Vi afsaetter punkterne med hgjre endepunkt af intervallet pa x-aksen og den kumulerede frekvens
pa y-aksen. Derefter forbinder vi dem, og far sumkurven:

Sumkurve
T T T T T /C
90 L - / ]
80| /

Kumuleret frekvens
=

G 165 170 175 180 185 190

Hojde
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Kvartilsaet

Kvartilssettet bestar af tre tal: gvre kvartil, median og nedre kvartil. Medianen (Med) er det
midterste tal af alle observationerne. 50% af observationerne er altsa mindre end medianen og 50%
er stgrre.

Nedre kvartil (Q) er det tal, som 25% af observationerne er mindre end (og 75% sterre end).
Ovre kvartil (Qs) er det tal, som 75% af observationerne er mindre end (og 25% sterre end).
Man afleeser sit kvartilsaet 1 sumkurven.

For at finde nedre kvartil, finder man 25% pa y-aksen. Herfra gar man vandret, til man stgder pa
sumkurven. Nu gar man lodret ned. Det tal, man stgder pa pa x-aksen, er nedre kvartil.

Pa samme made finder man medianen ved bare at ga ud fra 50%, og gvre kvartil ved at ga ud fra
75%.

For sumkurven ovenfor svarer det til

Aflesning af kvartilszet

100

a0t
» B0t
c
g 70}
=
® 60}
§ 50
D 40+
S
E a0l
=]
X 5l

Q1 Med Q3

10}

0 e s L i L

160 165 170 175 180 185 190

Hojde
Q, =169,2
Med = 173,75
Q; =180

Det vil altsa sige, at :

e 25% af eleverne er 169,2 cm eller lavere.
e 50% af eleverne er 173,75 cm eller lavere
e 75% af eleverne er 180 cm eller lavere.
Hvis man vil finde ud af, hvor mange procent af eleverne, der er 172 cm eller lavere, sa gar man

den anden vej end fgr. Man finder 172 pa x-aksen, gar lodret op til man rammer sumkurven og
gar derfra vandret ind til y-aksen.
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Sumkurve
100 r . '
ot
%) 80+
c
g 70+
>
Q© 60}
-
=
*a 50 -
| -
D 4ol
3
€ a0l
3
X 20L
10+
0= L . M L L
160 165 170 1?_5 180 185 180
Hgjde

Vi kan altsa aflaese, at 39% af eleverne er 172 cm eller lavere.
Hvor mange procent er mellem 172 cm og 182 cm hgje?

I dette tilfeelde aflaeser man fgrst, hvor mange procent, der er 182 cm eller lavere. Derfra traekker
man, hvor mange procent, der er 172 cm eller lavere.

Sumkurve

100

ant
%) 80 L
c
g 70+
X
© 60
|} —-—
=
‘a 50+
| —
D 40+
3
£ a0l
3
X 204L

10+

0 4= s L i s L

160 165 170 1?_5 180 185 180
Hojde

Vi kan afleese, at 79% er 182 cm eller lavere. Vi kan ogsa aflaese, at 39% er 172 cm eller lavere.
Andelen, der er mellem 172 og 182 cm ma derfor veere 40% (=79%-39%)

Boksplot

Et boksplot er en overskuelig made at fremstille sit data pa. For at kunne tegne et boksplot, skal
man kende folgende veerdier:

e mindste observation
e nedre kvartil

e median
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e gvre kvartil

e stgrste observation

Man har sine observationer hen ad x-aksen, og tegner sit boksplot pa fglgende made:

Boksplot

Min Q, Med Qz Max

Bemaerk, at det er ligegyldigt, hvor hgjt oppe, vi tegner vores boksplot. y-aksen har ingen betydning.
I et boksplot gzelder altid, at:

e 25% af observationerne ligger mellem Min og Q.
e 25% af observationerne ligger mellem Q; og Med.
e 25% af observationerne ligger mellem Med og Qs.
e 25% af observationerne ligger mellem Q3 og Max.
Boksplots er gode til at sammenligne forskellige data med hinanden. Hvis to gymnasieklasser har

taget den samme eksamen, kan man sammenligne deres resultater ved at tegne et boksplot for hver
af dem.

7.6 Fordelingsfunktion og frekvensfunktion

Efter at have udfgrt en statistisk undersggelse, vaelger man ofte at gruppere sit data.

Man kan plotte sine data i et histogram med lige bredde sgjler. I dette tilfeelde svarer sgjlens hgjde
til frekvensen. Imidlertid bestemmer man selv, hvor bredde ens intervaller skal veere.

Hvis man ggr sine intervaller smallere og smallere, vil histogrammet til sidst blive tilpasset en glat
kurve.
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Histogram of data Histogram of data
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Den glatte kurve, de tilpasses kaldes frekvensfunktionen eller tethedsfunktionen. Dette skyldes, at
den for hver observation (x-veerdi) siger hvor hgj en frekvens (y-veerdi), denne observation har.

Fordelingsfunktion

Pa samme made hvis vi indtegner de kumulerede frekvenser for data i en sumkurve. Jo smallere vi
ggr intervallerne, des mere glat bliver sumkurven. Den glatte kurve er graf for fordelingsfunktionen.

Sammenhaeng mellem frekvensfunktion og fordelingsfunktion
I afsnittet om sumkurver sa vi, at vi ud for hver x-veerdi kunne afleese hvor mange procent i
undersggelsen, der var mindre end eller lig med denne veerdi.

P& samme made svarer fordelingsfunktionens veerdi i et bestemt punkt til, hvor mange procent af
malingerne, der er mindre end eller lig med denne observation.

Men dette svarer jo til den kumulerede frekvens for denne observation. Det svarer altsa til at
leegge frekvenserne sammen for alle de observationer, der er mindre end eller lig med vores fa-
ste punkt. Dette er jo summen af arealet af sgjlerne i histogrammet, svarende til arealet under
frekvensfunktionen til venstre for det faste punkt.

frekvensfunktion fordelingsfunktion

30%

—/
Xg X

Med brug af integralregning far man altsa denne sammenhang mellem fordelings- og frekvensfunk-
tion.

zo
Fordelingsfunktion(zg) = / frekvensfunktion(z) dx

—00

7.7 Normalfordeling

Nar man laver statistiske eksperimenter, er det ofte man observerer, at data fordeler sig som en
”klokkeform”. Der er flest observationer inde mod midten, og sa fordeler de sig ellers symmetrisk
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ud til begge sider.

Et eksempel kunne veere disse data:

Histogram m. norm.ford.kurve

o
N —
° AN
[T}
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2 o
w —
S o
a
w
Q —]
o
o
S
< | T T T T T 1
4 5] 8 10 12 14 16
data

Her er tegnet et histogram over noget data (sgjlerne) og derudover er indtegnet en normalforde-
lingskurve (klokkeformet kurve). Man kan se, at data fordeler sig naesten ligesom kurven.

Hvis man lavede intervallerne mindre (herover har de laengde 1), ville sgjlerne passe endnu bedre
til klokkekurven.

Klokkeformen kan variere i bade hgjde og bredde (atheengig af vores spredning). Men hvis bare
data opfylder at veere fordelt nogenlunde som en klokke, siger vi, det er normalfordelt.

Tjek om data er normalfordelt
Hvis man skal tjekke om noget data er normalfordelt, sa er det smart forst at tegne et histogram
over det og se, om det danner noget, der minder om en klokkeform.

Hvis det er tilfeeldet, kan man indtegne det i et normalfordelingspapir. Her skal det danne en ret
linje.

Man kan tegne bedste rette linje af punkterne i normalfordelingspapiret og direkte aflaese mid-
delveerdi og spredning

Hvad er der szrligt ved normalfordelingen?

Hvis data er normalfordelt geelder der, at medianen (den midterste observation) er lig med mid-
delveerdien (gennemsnittet). Har man sumkurven for en normalfordeling, kan man altsa afleese
middelvaerdien uden at lave nogen udregninger.

I en normalfordeling ligger data, sa:

e 34,1 % ligger i intervallet [middelveerdi ; middelveerdi 4+ spredning]

e 13,6 % ligger i intervallet [middelveerdi + spredning ; middelveerdi + 2spredning|
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e 2.3 % ligger i intervallet [middelveerdi + 2spredning ; oo

Pa samme made fordeler de sig pa den anden side af middelveerdien.

2,3 3

p-20 p-o n p+o  p+2o

Der galder desuden at normalfordelingens frekvensfunktion, ¢, danner en klokkeformet graf og
dens fordelingsfunktion, ®, et symmetrisk S.

Frekvensfunktionen er givet ved forskriften

hvor p er middelveerdien og o er spredningen.
Man kan finde veerdier af fordelingsfunktionen ved at integrere frekvensfunktionen.
Hvis vi har en normalfordeling med middelverdi 10 og spredning 1, er frekvensfunktionen

1 _ (2—10)2
2

Hvis vi gnsker at se, hvor stor en del af vores observationer, der er 8,5 eller derunder, tager vi
fordelingsfunktionens veerdi i 8,5.

8,5 85 1 (o102 .
8,5) = de = 52 e~ 0,0668 = 6,68
06.5)= [ @i [ et :

Integralet ovenfor kan ikke umiddelbart beregnes. Hvis man integrerer normalfordelingen far man
et udtryk der indeholder en fejlfunktion, Erf(z). Pa engelsk hedder den errorfunction, heraf Erf.
Fejlfunktionen er kort sagt sandsynligheden for, at ens observation ligger i det interval man un-
dersgger i integralet.

Da Erf(z) ofte forekommer i statistikken og visse differentialligninger kan den slas op i mange
CAS-veaerktgjer, Excel, lommeregnere og andet.

Integralet kan bestemmes direkte ved brug af CAS-veerktgjer (TI-Nspire, Maple), hvilket er den
korrekte fremgangsmade i gymnasiet.
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Avanceret
Fejlfunktionen er ikke en simpel funktion og kan derfor ikke beregnes pa en simpel made. Den

kan bestemmes ved bl.a. approksimation ved Taylorpolynomier, men det er ud over pensum i
gymnasiet, og fgrst noget man stifter bekendtskab med pa universitetet.

Erf funktionen er defineret ved

Erf(z) = \;T_/_Z et

Ved integration af normalfordelingen finder man

=

/; o(r)dz = %\/5(1 + E?"f(z\/;? )), forudsat o > 0

Taylor ekspansionen for Erf(z)

Hvor z er et komplekst tal.

7.8 Chi i anden-test

Nogle gange laver man et forsgg, hvor man pa forhand har en idé om, hvordan udfaldene bgr veere.
Man kan derfor teste, om de observerede veerdier stemmer overens med de forventede vaerdier. Til
at gore det, kan man bruge x2-test (x er det graeske tegn chi (og altsa ikke et x)).

Vi vil her gennemga, hvordan et y2-test fungerer vha. et eksempel.

Vi kaster 60 terninger og far resultaterne

Antal gjne 1 2 3 4
Antal terninger 5 12 11 16

Forventede vaerdier

Nar man laver et y2-test, er det forste, man skal ggre, at beregne sine forventede veerdier.

I vores tilfselde havde vi regnet med at terningerne ville fordele sig med 1/6 (dvs 10 terninger) ud
for hvert antal gjne.

Vi tilfgjer en reekke med forventede veerdier

Antal gjne 1 2 3 4 5 6
Antal terninger 5 12 11 16 7 9
Forventet (1/6:60=) 10 10 10 10 10 10

Nu er det store spgrgsmal: skyldes afvigelsen tilfeeldigheder, eller er der noget galt med vores
terninger (eller den made vi kastede dem pa)?
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Nulhypotese

Forst opstiller man en nulhypotese, Hg.

Den vil typisk vaere, at forskellen mellem de forventede og observerede veaerdier skyldes tilfeeldig-
heder.

Hvis vi ender med at forkaste vores nulhypotese, kan vi altsa sige, at der er en signifikant forskel
mellem forventet og observeret.

Hvis vi ender med ikke at forkaste (dvs. acceptere) vores nulhypotese, kan vi sige, at der ikke er
nogen signifikant forskel pa forventede og observerede data.

Vores nulhypotese er: Hy: Antallet af terninger, der viser et bestemt antal gine er uafhengigt af,
hvilket antal gjne, de viser.Eller med andre ord: der er lige stor sandsynlighed for at fa hvert antal
gjne.

Valg af signifikansniveau

Fgr man laver testet, skal man blive enig med sig selv om, hvad der skal til, for man forkaster
hypotesen.

Udkommet at testet er en procentsats. Den angiver, hvor stor sandsynligheden er for at fa data, der
passer lige sa godt eller darligere til nulhypotesen end de observerede data - under forudssetning
af, at nulhypotesen er sand.

Typisk vil man veelge et signifikansniveau pa 5%. Dvs. at hvis der (givet at nulhypotesen er sand)
er mindre end 5% chance for at fa de observerede data, sa forkaster vi hypotesen.

Man kan ogsa sige, at signifikansniveauet er risikoen for at forkaste en sand hypotese. Hvis vi
gentog vores eksperiment mange gange, ville vi altsa i 5% af tilfzeldene komme til at forkaste vores
hypotese, selvom den var sand.

Det kan foranledige en til at veelge et lavere signifikansniveau. Men jo lavere man saetter sit signi-
fikansniveau, des sveerere bliver det at forkaste nulhypotesen, og derved gger man risikoen for at
godtage en nulhypotese, selvom den faktisk er falsk.

Det er derfor en afvejning, hvor man satter sit signifikansniveau, og det er normen at man bruger
et signifikansniveau pa 5%. Medicinske forspg kreever dog tit et signifikansniveau pa 1%.

Jo stgrre forsgg man laver, des mindre bliver risikoen for bade at afvise en sand hypotese og
godkende en falsk hypotese. (Hvis vi f.eks. havde kastet 600 terninger i stedet for 60)

Frihedsgrader

Til et x2-test er knyttet et antal frihedsgrader. Hvis der er k observationer, er der k-1 frihedsgrader.
I vores tilfeelde er der 6 observationer, og derved er der 5 frihedsgrader.

Det betyder egentlig, at hvis vi tilfeeldigt skal fordele 60 terninger i de 6 bokse, sa kan vi selv
veelge hvor mange terninger vi kommer i hver af de fem fgrste bokse, men i den sidste har vi ingen
valgfrihed, den skal nemlig indeholde forskellen mellem 60 (det totale antal) og det vi har brugt
pa de 5 forste.
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Udregne y>-teststgrrelsen

Nu er vi kommet til dér, hvor testet rigtigt starter. Nemlig beregningen af vores teststgrrelse. Den
beregnes ud fra fglgende formel:

@=y OB _ORP (OB, ORE

2 =—F5 +t—f *t-t—F

hvor O star far observeret veerdi, og F for forventet veerdi.

Det er klart, at jo lavere y2-teststorrelsen er, des teettere ligger de observerede veerdier pa de
forventede. Vi udregner x>-teststgrrelsen for vores terningforsgg.

,  (5—10%  (12—-10) (11-10)* (16 —10)* (7 —10)?
=" *7w Yt ‘Yt T
(9 — 10)?
— =176
10 ’

Vores teststgrrelse er altsa 7,6.

Konklusion pa test

Nar vi har fundet vores x2-teststgrrelse skal vi have omsat den til en konklusion pa testet.
Der er to mader at ggre det pa.

Den forste (der er mest gammeldags og mest intuitiv) er at benytte et y2-skema. Man aflzeser sin
kritiske verdi ud for antallet af frihedsgrader og signifikansniveau.

I vores terningforsgg var der 5 frihedsgrader og vi havde valgt et signifikansniveau pa 5% (0,05).

Vi kan dermed aflaese vores kritiske veerdi til 11,07.

Degrees of Probability

Freedom [ 095 09 080 070 050 030 020 0.0 001  0.001

0004 002 006 015 046 107 164 271 | 884 664 10.83
010 021 045 071 139 241 322 460 | 599 921 13.82
035 058 101 142 237 366 464 625 | 7.82 1134 1627
071 1.06 165 220 336 488 500 778 | 949 1828 1847
114 161 284 300 435 606 720 924 [11.07) 1600 2052
163 220 307 883 535 7.2 B56 10.64 | 1259 1681 2246
217 283 382 467 635 838 9.80 12.02 | 14.07 1848 24.32
278 349 459 653 734 952 1108 1836 | 1551 2009 26.12
832 417 538 639 834 1066 1224 1468 | 16.92 2187 27.88
394 486 618 727 934 1178 1344 1599 | 18.31 2321 29.50

Ehmwn

S o e - o

-

Nonsignificant Significant

Hvis vores teststgrrelse er stgrre end den kritiske veerdi, forkaster vi nulhypotesen, og hvis den er
lavere, accepterer vi den.

Vores x?-teststgrrelse var 7,6, der er lavere end 11,07, og derfor accepterer vi nulhypotesen.

Den anden made at konkludere pa i x2-testet er ved at finde p-veerdien: sandsynligheden for at de
observerede data optraeder givet at nulhypotesen er sand.

Den kan bl.a. findes i Excel ved at skrive =CHIFORDELING(teststgrrelse;frihedsgrader)

I vores tilfeelde ville det give

" = CHIFORDELING(7,6; 5)"” = 0,18 = 18%
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Det vil sige, at hvis nulhypotesen er sand, er der 18 % chance for at vores data (eller noget der er
vaerre) optreeder. Da de 18 % er hgjere end vores signifikansniveau pa 5%, accepterer vi hypotesen.

Opsamling

- Find forventede veerdier - Opstil Hy - Velg signifikansniveau og find antal frihedsgrader
- Udregn teststgrrelse

Og herefter: - Aflaes kritisk veerdi i y2-skema. Hvis teststgrrelsen er stgrre end den kritiske veerdi,
afviser vi Hy. - Eller find p-veerdi. Hvis p-veerdien er mindre end signifikansniveauet, afviser vi Hyp.

7.9 Fejlkilder / Bias

Nar man laver en statistisk undersggelse, skal man holde tungen lige i munden. Man kan nemlig
let komme til at lave nogle systematiske fejl. Vi vil gennemga en raekke af dem her, sa man ved,
hvad man skal vaere pa vagt for.

Repraesentativ stikprgve

Nar man laver en statistisk undersggelse, kan man ikke rende rundt og undersgge hele populationen.
Man udtager derfor en stikprgve. Det er vigtigt, at denne stikprgve er repraesentativ for populatio-
nen. Der ma altsa ikke veere overrepraesentation af en bestemt gruppering indenfor populationen.
Over- /underrepraesentationer skaevvrider undersggelsen.

Vil man f.eks. undersgge danskernes holdning til offentlig transport, sa nytter det ikke noget, hvis
man kun spgrger kgbenhavnerne.

Hvis man vil lave en undersggelse om et lokalsamfunds holdninger, og man velger at spgrge
forbipasserende ved et lokalt supermarked, kan man let fa en ikke-repraesentativ stikprgve.

Er der nogle grupper, der kommer mere i supermarkedet end andre? (om formiddagen er der f.eks.
forholdsvist mange eldre i forhold til voksne grundet arbejdstid)

Hvilket omrade ligger supermarkedet i? Er det nogle serlige typer, der handler lige netop i denne
keaede? Ligger der et andet supermarked i den anden ende af byen, hvor halvdelen af byens ind-
byggere handler? Alle disse spergsmal giver anledning til over-/underrepraesentation af bestemte
grupper i populationen.

Et eksempel fra den virkelige verden er praesidentvalget i USA 1936 mellem Landon og Roosevelt.
Et anerkendt tidsskrift The Literary Digest havde samlet en stikprgve pa 2,4 mio. og spaede, at
Landon ville vinde og fa omkring 55% af stemmerne.

Den daveerende journalist og marketingsekspert George Gallup lavede en mindre undersggelse med
kun ca. 30.000 respondenter. Imidlertid viste den, at Roosevelt ville vinde en klar sejr med over
60% af stemmerne. Gallup viste sig at fa ret. Selvom hans stikprgve var lille, s havde han ngje
udvalgt den, sa alle dele af den amerikanske befolkning var repraesenteret. The Digest’s fejl var, at
de foretog deres stikprgve ud fra telefonbgger og bilregistreringsnumre. Dengang var telefoner og
biler ikke sa udbredte som i dag, sa The Digest fik hovedsageligt fat i de rige amerikanere, mens
den fattige del af befolkningen var underrepraesenteret. Dermed blev undersggelsen skeevvredet.

Formulering af spgrgsmal

Mange statistiske undersggelser foregar vha. spgrgeskemaer. Her skal man passe pa med, hvordan
man formulerer sine spgrgsmal. Et spgrgsmal kan f.eks. veere formuleret pa en sadan made, at
svaret er givet pa forhand. F.eks. ”Synes du, vi skal have bedre sygehuse?”. Ingen (eller i hvert
fald de feerreste) ville svare nej til sadan et spgrgsmal. Derfor er det ikke interessant at stille. Et
mere relevant spgrgsmal kunne vaere ” Ville du acceptere en hgjere skat for at fa bedre sygehuse?”.
Her gar man ind og ser pa bedre sygehuse i forhold til noget andet, hvor man skal prioritere.
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Spgrgsmal kan ogsa veaere upraecist formulerede. F.eks. ”Spiser du sundt?” Det er ikke klart defineret,
hvad det vil sige at spise sundt. Derfor vil svarene afhsenge af, hvad respondenterne selv leegger i
begreberne, hvilket ggr det umuligt at sammenligne det indsamlede data med hinanden. I stedet
kunne man prgve at seette nogle kvantitative mal op for hvad det ville sige at spise sundt. F.eks.
”Hvor mange grgntsager spiser du om dagen?”, ”Hvor ofte drikker du sodavand?”etc.

Skjulte variable

Nar man har foretaget en statistisk undersggelse skal man passe pa med at drage forhastede
konklusioner. Nogle gange kan der nemlig veere skjulte variable, der spiller ind pa ens data. Man
kan statistisk vise, at der er en sammenhang mellem hvor mange stjerneskud der er observeret, og
hvor mange, der bliver forkglede.

Heraf kan man ikke slutte, at stjerneskud gor folk forkglede. Arstiden er en skjult variabel. Om
vinteren kan man se flere stjerneskud end resten af aret, og om vinteren er der flere der bliver
forkglede end resten af aret. Den eneste virkelige sammenhaeng mellem vores to variable er altsa,
at de begge bliver pavirket af den samme skjulte variabel.

8 Regression

I Matematik C har vi undersggt, hvordan man ud fra to punkter vil kunne finde netop den li-
nezer, potens- eller eksponentialfunktion, der gar gennem dem. I al forskning, fra mikrobiologi til
psykologi, har man dog som regel mere end to punkter. Oftest har man pa den anden side af tusind
koordinatseet.

Spgrgsmalet er sa: hvordan finder man den funktion, der bedst passer til punkterne? Det undersgger
vi i dette afsnit.

Forst undersgger vi, hvordan mindste kvadraters metode kan bruges som mal for, hvor god en
funktion er. Herefter bruger vi differentialregning til at finde den absolut bedst funktion til et
givent dataseet. Og slutteligt undersgger vi, hvordan R? er et udtryk for, om der er en sammenhaeng
mellem to variable.

8.1 Mindste kvadraters metode

Nar man arbejder med en maengde data, gnsker man nogle gange at lave en regression, for at
undersgge om der kan findes en tendens. En meget almindelig type regression er den linesere
regression. Lineser regression gar ud pa, at man gnsker at finde den rette linje, med forskriften
y = a-x + b, som beskriver datasattets tendens bedst. Hvad er det nu tendens er? Tendens
er datasaettets tilbgjelighed til at folge en bestemt udvikling. Den rette linje kan vi ogsa kalde
for tendenslinjen. Det betyder kort sagt, at vi har en idé om, at fremtidig data vil leegge sig i
nerheden af tendenslinjen. Et eksempel: Vi har et datasset, som indeholder 3 traeers vaegt og
tykkelse pa stammen. Vi indtegner datapunkterne i et koordinatsystem.
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Datapunkter indtegnet i et koordinatsystem.

Her har vi veegten pa y-aksen og tykkelsen pa x-aksen. Vi vil gerne tegne den rette linje, som bedst
beskriver datasasettets udvikling. Pa den made kan man give et kvalificeret bud pa den fremtidige
udvikling. Men hvordan tegner vi den bedste rette linje, altsa den rette linje, som beskriver vores
dataseet bedst?

Tre eksempler pa tendenslinjer, der alle beskriver datasettets udvikling. Hvilken er bedst?

Som vi kan se pa figuren, kan man tegne mange rette linjer, som alle beskriver data, men vi gnsker
at finde den ene rette linje, som beskriver data bedst. Typisk far man sit regneprogram (Maple,
TI-nSpire, Excel, GeoGebra,...) til at udfgre regressionen for en. Vi vil nu se pa, hvordan lineser
regression kan udfgres, ved mindste kvadraters metode.

Vi tegner nu kun én linje, som vi pa gjemal synes beskriver data bedst.
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Den rette linje, vi har valgt at bruge til mindste kvadraters metode.

Nu kigger vi pa det punkt, der ligger i (5,4). Vi vil gerne finde afstanden fra punktet og op til den
rette linje. Den afstand kalder vi for d;. Vi zoomer ind pa punktet og tegner afstanden d:
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Afstanden fra punktet (5,4) til den rette linje kalder vi dy, er vist som den stiplede linje.

Vi kan ggre det samme for de to andre punkter, hvor afstandene vil vaere dy og ds. Punktet (4,2)
tilhgrer nu dy og punktet (1,3) tilhgrer ds. Vi koncentrerer os om d; for nu, da fremgangsmaden
er ens for alle punkterne og deres tilhgrende afstande. Vi gnsker nu et udtryk, som beskriver
afstanden, d;. Vi husker, at den rgde linje kan beskrives med den generelle forskrift: y = a -z + b,
som vi benytter, da vi ikke kender konstanterne a og b endnu.

Afstanden mellem punktet og linjen er udelukkende en forskel i y-veerdier, da vi ikke har bevaeget
os hen ad x-aksen. Fra forskriften for den rgde linje ved vi, at y-veerdien som ligger preecis over
punktet (5,4) er lig med a -z + b. Derfor kan forskellen beskrives ved fglgende,

d1=a-x1+b—y1

Hvor x1 og y; er koordinaterne i punktet (5,4). Vi indseetter x- og y-veerdierne i udtrykket og far,

di=a-5+b—4=5a+b—4

Vi vil nu gerne oplgfte d; i anden. Det smarte ved at oplgfte afstanden i anden er, at kvadratet
altid vil veere positivt. Hvis et af punkterne ligger oven linjen, sa er afstanden fra punktet til linjen
negativt, og det duer ikke. Nar man oplsfter en linje i anden, far man kvadratet af linjen. Et
kvadrat er netop en firkant med ens sideleengder. I vores tilfeelde er sideleengden d;. Arealet af et
kvadrat er defineret som Agyadrat = d1 - d1 = d3. Dette kan illustreres som:

d1

(5.4)

Det gronne areal, som er kvadratet af dy.
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Det grgnne areal er lig dy oplgftet i anden. Vi ser nu pa vores udtryk,

d?=(5a+b—4)?=(5a+b—4)(5a+b—4)
= 25a2 + 10ab — 40a + b*> — 8b + 16

Hvis man er i tvivl om, hvordan ovenstaende blev udregnet, sa tag et kig pa kvadratsaetningerne.
Vi husker pa en ting: vi brugte den generelle forskrift for rette linjer, til at beskrive den rgde linje.
Det betyder, at havde vi tegnet den grgnne eller bla eller en hvilken som helst anden ret linje,
ville afstanden d; kunne beskrives ved ovenstaende udtryk, da tallene a og b, netop er ukendte
variable. Afstanden fra de to andre punkter, ds og d3, kan man bestemme pa preecis samme made,
som vi gjorde det med d;. Vi har nu,

d2 = 16a* 4 8ab — 16a + b*> — 4b + 4
d3 = a® +2ab —6a +b*> —6b+9

Nar vi saetter afstandene i anden, far vi dannet kvadrater. Det vi nu gnsker, det er at minimere det
samlede areal af de tre kvadrater, saledes at den rette linje kommer til at ligge sa teet pa punkterne
som muligt, heraf navnet mindste kvadraters metode!

Vi leegger de tre arealer sammen, hvilket giver os det samlede areal, T:

T = d3 +d5 + d3 = 42a® + 20ab — 62a + 3b* — 18b + 29

Nu ¢gnsker vi, at gore det dette udtryk mindst muligt. Det betyder, at vi far lagt den rette linje,
sadan at de tre kvadraters areal bliver mindst muligt.

Opfatter man udtrykket for det totale areal, som en funktion af a, sadan at b er en konstant, kan
vi se, at vi kan opfatte T som et andengradspolynomium. Vi har netop tre led, et led med a2,
et led med a og et konstantled (alle led hvor b indgar alene). Det samme gelder for b. Der hvor
andengradspolynomiet er mindst er dets minimum, altsa der hvor parablen vender. Vi kan finde
minimum ved at differentere T, og sztte den afledte lig med 0, og lgse for a og b. Vi prgver nu at
differentiere, fgrst med hensyn til a og derefter med hensyn til b:

dT
— = 84a + 20b — 62
da

dT
— =6b+20a —1
b 60 + 20a — 18

Husk p4, at nar 3b% — 18b+ 29 differentieres med hensyn til a, vil alle tre led ses som konstanter og
derfor vil deres afledte vaere lig 0. Det samme geelder for 42a2 — 62a + 29 differentieret med hensyn
til b.

Vi har nu to afledte, som vi satter lig O:

84a 4+ 20b—-62=0
60+ 20a —18 =0

To ligninger med to ubekendte, a og b, er noget vi har set for og som vi nemt kan lgse. Hvis du
har brug for at fa det genopfrisket, sa kig pa siden om emnet.

Vi lgser de to ligninger, og far veerdierne for a og b:

a3
T2
34
Y
13
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Vi har nu bestemt konstanterne a og b til vores linesere funktion, som beskriver den bedste rette
linje til de tre punkter, som derfor har forsriften:
3 34

Y= % 13

Vi har tegnet det her:

Den bedste rette linje for vores dataset.

Vi kan nu tydeligt se, hvordan vores oprindelige forsgg pa at tegne den bedste rette linje ramte
ved siden af. Faktisk var den bla linje, den som kom teettest pa den bedste rette linje.

Det hele kan sammenfattes saledes:

Vi har n observationer, (1, 2, 3, ..., n), som har afstanden fra en vilkarlig ret linje (y =a-2z+b

di=a-x; +b—y;
Vi gnsker at finde summen af de kvadrerede afstande, T,

T =

i=1

(a -z +b—y)°

n

Denne sum gnskes minimeret sa meget som muligt, hvilket ggres ved at differentiere T med hensyn
til a og b, og seette differentialkvotienterne lig med 0, saledes,

T n
%222-(a-xi+b—yi)-xi=O
i=1

AT &
E:ZQ'(G'%"H?—%):O
i=1

Vi har nu de to ovenstaende ligninger, som vi Ilgser som to ligninger med to ubekendte. Pa den
made bestemmes koefficienterne, a og b, til de rette linjer, og problemet er lgst.

8.2 Regression

I forrige afsnit har vi kun vist, at y = 2,5 - & beskriver punkterne bedre end y = 1,5 - 2. Vi har
stadig ikke fundet den optimale funktion. Her skal vi bruge den viden vi har fra et andet omrade
af matematikken, der ogsa beskeeftiger sig med funktioner: differentialregning.

Hvis vi forestiller os kvadraternes samlede areal, T, som en funktion af proportionalitetsfaktoren,
a, sa vil den veere et andengradspolynomium. Det kan vi vise med en udvidelse af kvadratreglen
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(c—a-b)? =c?+a?-b? —2abc. Da a er den eneste ubekendte, sa kan alle andre led reduceres til
et enklte tal, og nar den samlede sum findes vil den hgjeste eksponent a har stadig veere 2.

En af fordelene ved et andengradspolynomium er, at det altid har et toppunkt som kan findes ved
at seette den afledte funktion lig nul. At toppunktet i vores model vil veere det globale minimum
skyldes, at alle koefficienterne for a? er positive, da de er vores x-veerdier kvadreret.

T (samlet areal)

a (haeldning)

—

T eksemplet fra tidligere havde vi punkterne P, Q og S. Seetter vi dem ind i vores funktion for T'(a)
far vi:

T(a) = (2—a-1)?+(7—a -4)?+(15—a -7)? = 66 -a®>—270 -a+278 T'(a) = 66 -2 -a—270 = 132 -a—270
Hvis vi sa seetter T’(a) lig nul far vi toppunktets forstekoordinat, der er:

_ _ 270 .
132 -a—270=0a= 35 ~ 2,045

Den bedst beskrivende proportionalitetsfaktor er altsa cirka 2,045. Og det samlede areal er:

270\ _ 41
T(155) = 35 ~ 1,86

Den samme procedure kan overfgres til eksponentialfunktioner af typen a® og potensfunktioner z®.
Det naeste logiske skridt ville veere at tilfgje en ekstra variabel til de tre tilfeelde, dette overlader
vi dog til et CAS-program.

8.3 R?

I forrige afsnit viste vi en made at finde den funktion, der bedst passer pa en raekke koordinatsaet.
At vi har fundet den bedste funktion til at beskrive en maengde koordinatszet betyder dog ikke, at
der er en sammenhaeng mellem de to variable. I eksemplet vi brugte fgr, ser det ud som om, der
er en sammenhang, men vi vil gerne have et mal for sammenhzengen.

Det forste skridt er, at finde det samlede areal, under antagelse af, at der ikke er en sammenheng
mellem de to variable. Her maler vi ikke afstanden til en funktion y = a - z, men derimod 7. Her
er y lig den gennemsnitlige y-veerdi for alle koordinatsaettene. I vores eksempel er § = 2*27“5 =38.

Ved at bruge ¢ til at finde det samlede areal hvis de er uathsengige, Ty, far vi:
(2—8)2+(7—8)*+ (15— 8)* = 86

Det er tydeligvis en meget darligere funktion end den vi fandt tidligere. For at fa et generelt udtryk
for, hvor stor sammenhzengen mellem variablerne er, skal vi nu finde det der hedder R?-veerdien.
Den kan beskrives som fglgende, der altid giver et tal mellem 0 og 1. Jo taettere pa 1, jo bedre er
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sammenhaengen.
2 _1_ T
R°=1 Ty

Inden for forskellige videnskaber har man forskellige krav for hvor god en sammenhang skal veere,
for den er "gyldig’. I naturvidenskab sigter man efter en R? pa mere end 0,95 - hvorimod man inden
for samfundsvidenskaben ofte godtager sammenhzenge fra 0,65 og op.

I vores eksempel er vores R? lig:

2 _ 1 _ T _ 41 _ TGZ) _ 1851 .
R-=1 T—u—l 20 _71892"“0’98

Hvilket er udtryk for en meget staerk sammenheaeng.

Et tilfzelde med en darlig sammenhaeng er afbilledet herunder.

Den rgde linje er den funktion, der bedst forklarer den proportionelle sammenhaeng (fundet pa den
made, der er beskrevet tidligere). Den har forskriften y = % -z, og den stiplede bla linje er den
gennemsnitlige y-veerdi. R?-veerdien for dette eksempel er 0,49 - hvilket er meget lavt. Der er altsa
ikke tale om en proportionel sammenhaeng. Dette udelukker dog ikke en anden type sammenhaeng
som f.eks. eksponentiel.

9 Vektorer i 2D

9.1 Vektorer

I dette afsnit kommer vi ind pa det grundleggende vektorbegreb.

En vektor er en pil, der har en laeengde og en retning. Man betegner oftest vektorer med sma bog-
staver med en lille pil over.

7

En vektor har to koordinater, der beskriver hvor lang vektoren er i hhv. x-aksens og y-aksens ret-
ning. Man skriver koordinaterne i en sgjle med x-koordinaten gverst og y-koordinaten nederst.

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 102

ol

a1

Nar man tegner en vektor ind i et koordinatsystem, er det lige meget, hvor man starter. Sa laeen-
ge pilen har samme leengde og retning, er det den samme vektor.

6N

5

;o
\m

4

Her er eksempler pa nogle vektorer med koordinater angivet
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4 3 2 -4 |lo 1 2

Ensrettede og modsatrettede vektorer

To vektorer, der er parallelle og har samme retning, kaldes ensrettede, mens to parallelle vekto-
rer med hver sin retning kaldes modsatrettede.

modsatrettede

Nulvektoren og egentlige vektorer

Den vektor, der har koordinaterne (0, 0) kaldes for nulvektoren

()

Nulvektoren har samme start- og slutpunkt. Den har derfor ingen leengde.

Alle vektorer, der ikke er nulvektoren, kaldes for egentlige vektorer.

Stedvektor

Hvis man er givet et punkt i planen, kan man tegne en vektor fra origo (punktet (0, 0)) hen
til punktet. Denne vektor kaldes punktets stedvektor. Den betegnes med

04
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WV

Stedvektoren til et punkt har samme koordinater som punktets koordinater.

A= (ar,a) < 071:()

ai
az

Tvaervektor

Hvis man har en vektor, kan man danne dens tvaervektor. Tveervektoren har samme lzengde som
den oprindelige vektor, men er drejet 90°mod urets retning. Tvaervektoren betegnes med at satte
en lille "hat” (dvs ”"”) ovenpa vektoren.

64

Qp

Ql

W

Tveervektorens koordinater fas ved at bytte om pa den oprindelige vektors koordinater og saette
et minus foran fgrste koordinaten.

Tveervektoren til en vektor a kaldes tit for ”a hat”, og det at finde tveervektoren kaldes tit ”at
hatte a”.
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Vektor mellem to punkter

Hvis man har to punkter, kan man tegne en vektor mellem dem.

6N
5
4p B
2 —_—
by-as
2
32 b
-a
] 1784
i . . — 0 I b >
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 7
-1

Vektoren vil have koordinaterne

Enhedsvektor

En enhedsvektor er en vektor, der har lzengde 1. F.eks vektoren
- (1
7= ()

For hver vinkel v, kan man danne enhedsvektoren

(o)

der har leengde 1 pa grund af grundrelationen
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Hvis man har en vektor, a, kan man forkorte den, s man far en enhedsvektor, e, med samme
retning ved hjeelp af denne formel

1
->_ 1 -
e—ma

9.2 Langde og afstandsformlen

Man betegner leengden af en vektor som

|
Man finder leengden af en vektor ved fglgende formel

@[ = y/ai + a3

Formlen er let at udlede ved hjelp af Pythagoras’ leeresaetning.

-)
a

a1

Vi har en retvinklet trekant.

jar? + |ag|* = [T

Bemeerk at stregerne omkring a; og as betyder "numerisk veerdi”, mens stregerne omkring vektor
a betyder ”leengde”. Dette skyldes at a; og as bare er tal, mens vektor a er en vektor. Hvis man
tager numerisk veerdi af et tal og seetter det i anden, sa far man det samme som hvis man bare
havde sat tallet selv i anden (fordi minus gange minus giver plus, og plus gange plus giver plus).
Derfor kan vi omskrive til:

i+ af = [P
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Nu er der bare tilbage at tage kvadratroden pa begge sider, sa har man formlen for laengden af
en vektor.

Hvis man f.eks. vil finde leengden af vektoren

()

1=|(§)| - Ve e = vaTTo- VB =

sa er den

Afstandsformlen

Nar man vil bestemme afstanden mellem to punkter, sa er det det samme som at finde leengden
af vektoren mellem de to punkter. Altsa kan man sige, at

|AB| = [AB|

Her betyder venstresiden ”laengden af linjestykket mellem A og B”og hgjresiden betyder ”leeng-
den af vektor AB”.

For at finde afstanden mellem to punkter kan vi altsd bruge formlen for lzengden af en vektor,
hvor vi indszetter koordinaterne for vektor AB.

|AB| = /(b1 — a1) + (b — a2)?

Hvis man f.eks. vil finde afstanden mellem punkterne (1, 2) og (5,3) er den

|AB|=/(5-1>+(3-22=V16+1=V17~4,123

9.3 Regning med vektorer

Ligesom med tal, kan man laegge vektorer sammen og treekke dem fra hinanden. Man kan ikke gange
vektorer med hinanden, men der findes noget der minder om, som vi kommer tilbage til senere.
Man kan forlenge eller forkorte en vektor ved at gange den med et tal. Der findes ingen mader,
hvorpa man kan dividere vektorer med hinanden!

Fgrst vil vi definere, hvordan man addererer og subtraherer vektorer med hinanden, samt hvor-
dan man ganger en vektor med et tal. Bagefter vil vi komme ind pa, hvilke regneregler, der gaelder
for disse regneoperationer.

Man laegger to vektorer sammen ved at leegge dem sammen koordinatvist. Man laeegger altsa forstekoordinaterne
sammen og bagefter laegger man andenkoordinaterne sammen

— 7 (a1+b
a—+ b <a2+b2)

Hvis man skal tegne en vektorsum, svarer det til fgrst at tegne den ene vektor og i forleengelse af den
tegne den den anden vektor. Nar man forbinder den fgrstes startpunkt og den andens slutpunkt, far
man vektorsummen.
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Nar man traekker vektorer fra hinanden, gor man det ligeledes koordinatvist.
-T=(ny)
ags — bg
Der findes to mader at forklare det pa grafisk.

Ved den fgrste tegner man vektor a og i forleengelse af den tegner man vektor b bare i modsat ret-
ning. Nar man forbinder start og slutpunkt, far man vektordifferensen.

Ved den anden tegner man vektor a og vektor b, hvor man starter i samme punkt. Den vektor
der starter i spidsen af b og slutter i spidsen af a er vektordifferensen.

N
6
5] —
—-b
— = 4
a
—
a 2 N
pa—y
1 I—)» a—b
2 . >
-3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1

Nar man ganger et tal med en vektor, ganger man tallet ind pa hver koordinat.
t-@ = (t ' ‘“)
t- as
F.eks. er
5. 2\ _ (5-2\ (10
3/ \5-3) \15
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Grafisk svarer det til at forlaeenge/forkorte vektoren. Derfor kalder man ofte tallet, man ganger
med for skaleringsfaktoren.

\Q
o

9.4 Regneregler

Der findes visse regneregler for vektorer

Den farste regneregel siger, at det er ligegyldigt i hvilken raekkefglge man leegger to vektorer
sammen.

Den anden siger, at hvis man skal laegge flere vektorer sammen, sa er det ligegyldigt, hvor
man starter.

Den tredje forteller, at hvis man skal gange et tal med en vektorsum, sa svarer det til at gange
tallet med hver vektor og bagefter leegge dem sammen. Med andre ord, ma man gange et tal ind i
en parentes med en vektorsum.

Den fjerde regel siger, at man ma gange en vektor ind i en parentes med sum af tal.

Og den femte regel siger, at det er ligegyldigt om man ganger to tal sammen og sa ganger dem
med en vektor, eller om man forst ganger det ene tal med vektoren og dernaest ganger det andet
pa. Nar man regner med vektorer til hverdag, teenker man maske ikke sa meget over, at man
bruger disse regneregler, men det dem der danner grundlaget for al regning med vektorer.

Alle fem regler ovenfor kan let eftervises ved at udregne venstresiden og hgjresiden med koordinater
hver for sig.

F.eks. kunne vi vise den fgrste regel:
. - (a1 by (o1 + by
v () () - (G
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7 = (b ar\ _ (bi+a ay + by
H:b+d= (bg) + ((Ig) o <b2+a2> <a2+b2)

Da hgjre- og venstresiden giver det samme, er de ens.

9.5 Skalarprodukt

Som naevnt tidligere kan man ikke gange to vektorer med hinanden. I stedet kan man tage ska-
larproduktet af to vektorer. Man finder skalarproduktet ved at gange forstekoordinaterne med
hinanden og leegge det til produktet af andenkoordinaterne.

b
<Z;) : (é) =ay-bi +az-by

Bemzeerk, at skalarproduktet af to vektorer giver et tal!

() (s

Man markerer skalarproduktet med en prik (ligesom man plejer at gore med multiplikation), og un-
der tiden kalder man ogsa skalarproduktet for prikproduktet. Man kan saledes tale om ”at prikke to
vektorer med hinanden”.

Lad os tage et eksempel

Regneregler for skalarprodukt

Ligesom der er regneregler for addition og subtraktion af vektorer, sa gaelder der regneregler for ska-
larproduktet.

2. @ (b+7d)=T7 b+
3. W@ -0)=(td)-b=a-(D)
4. @-d=|d)?

Den farste regel siger, at det er ligegyldigt i hvilken reekkefglge man prikker to vektorer med hin-
anden.

Den anden siger, at hvis man vil prikke en vektor med en vektorsum, sa svarer det til at prik-
ke vektoren ind pa hver vektor i summen. Med andre ord, kan man prikke ind i parentes.

Den tredje regel siger, at hvis du vil gange et tal med et skalarprodukt, sa svarer det til at gan-
ge tallet pa den ene vektor og derefter tage skalarproduktet eller at gange tallet pa den anden
vektor og derefter tage skalarproduktet.

Den fjerde regel er meget nyttig. Den siger, at hvis man prikker en vektor med sig selv, sa far
man laengden af vektoren i anden.
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Alle reglerne kan let bevises ved at regne venstre- og hgjresiden ud med koordinater hver for sig
og se, at det giver det samme. F.eks kan regel 4 vises sadan her:

V:7~7:a1-a1+a2-a2:af+a§

H: @] = (y/a} +a3)* =af + a3

9.6 Vinkel mellem vektorer

Hvis man tegner to (egentlige) vektorer ud fra samme begyndelsespunkt, vil der dannes en vin-
kel mellem dem. Man kan beregne denne vinkel vha. fglgende formel

7 - >
COS(’U):W*| s ?, b 7é 0
al-|b

cosinus til vinklen mellem to vektorer er altsa skalarproduktet af divideret med produktet af deres
leengder.

Hvis vi gnsker at finde vinklen mellem

kan vi beregne den saledes

(—43) (3 _ 44+ (-3)-2  16-6
ol v

2

cos(v) =
|

v = cos™1(0,4545) ~ 62,96°
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Skalarprodukt og vinkel

I formlen for vinklen mellem to vektorer indgar et skalarprodukt. Lad os prove at isolere det.

cos(v) = @7
-
@] -1

@B =cos(v)-|@|[D]

Hvis skalarproduktet (venstresiden) er positiv, sa er hgjresiden ogsa positiv. Da leengderne af a og
b altid er positive, betyder det at cos(v) er positiv. cos(v) er positiv, nar v er under 90°.

Hvis skalarproduktet er negativt, sa er hgjresiden ogsa negativ. Men da laengderne altid er positi-
ve, betyder det, at cos(v) er negativ. cos(v) er negativ nar v ligger mellem 90 og 180°.

Hvis skalarproduktet er 0, sa er hgjresiden 0. Det betyder at cos(v) er 0. Og det betyder at

vinklen mellem vektorerne er 90°
S0
v)*:O/ ﬁs(v):ﬁ
O 0

cos

18

Altsa kan vi sige

%
ad-b>0 & v er spids
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ﬁ
-6 <0 & v er stump

7-720 & verret

Hvad hvis vinklen mellem vektorerne er over 18027

Hvis vinklen mellem vektor a og vektor b er over 180, sa vil vinklen mellem vektor b og vektor
a veere mindre end 180. De to vinkler vil tilmed have samme cosinus-veerdi, sa det er ikke noget,
man behgver teenke over i udregningerne. Nar man taler om vinklen mellem to vektorer, vil man
typisk tale om den under 180.

cos(v)=cos(3 609v)

9.7 Projektion af vektor pa vektor

Givet to egentlige vektorer kan man projicere den ene ned pa den anden. Hvis man har tegnet
de to vektorer fra samme begyndelsespunkt, svarer det til at ga vinkelret fra spidsen af den ene
ned pa den anden vektor. Vektoren fra begyndelsespunktet og hen til det punkt, man rammer,
er projektionsvektoren.

5/\
4]

L,
3 a
2

S

Ql
Sy

Projektionsvektoren vil selvfglgelig veere parallel med den vektor, man projicerer ned pa.

Der findes en formel til at beregne projektionsvektorens koordinater

U
S

—

3 b

S

Man skal holde tungen lige i munden med, hvad der er hvad. I tzelleren har vi et skalarprodukt. Prik-
ken er altsa en prik. Skalarproduktet er et tal og naevneren, der bestar af en laengde, er ogsa et tal.

‘ 2
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Dermed giver hele brgken et tal. Hgjresiden skal altsa laeses som et tal ganget med vektor b. Den
sidste prik er altsa et gangetegn og ikke en prik.

Lad os udregne koordinaterne for billedeksemplet ovenfor.

() wi-()

Vi saetter ind 1 formlen

b W0 ) e

o Wt

_ 9 (5) _ % (1,73
—26 \1)  \5) \0,35
Pa tegningen ovenfor var projektionen en forkortelse af vektor b. Men sadan behgver det ikke

at veere. Projektionensvektoren kan godt veere leengere end den vektor, der projiceres pa, og den
kan endda veere modsatrettet. Se f.eks. disse to eksempler

6
5]
¢ 4 a
3]
— 2] _’_,
C~ ag

SH
S

Laengde af projektion

Projektionen af en vektor ned pa en anden vektor har selvfplgelig ogsa en leengde. Formlen for
leengden af projektionen af en vektor er

L a-l

@5 = ==,

0]

som siger at leengden af projektionen af vektor @ pa vektor b er givet som den absolutte veerdi
(ogsa kaldet den numeriske veerdi) af skalarproduktet mellem de to vektorer delt med leengden af

vektor b.

Lad os se pa hvorfor formlen ser sdidan ud. Hvis vi tager udgangspunkt i formlen for projektionen
af en vektor pa en vektor

U
S
!

!

o
Il
= T
[ V]
o
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sa kan vi tage leengden af dette udtryk og fa

Da @-b er et tal kan vi betegne det med k. Dermed har vi

’k.z?

staende i teelleren. Dette er dog det samme som

|k\~‘5’ .
Saetter vi dette ind i formlen ovenfor far vi
a ab ., la-b
= ) =
4=
|b]? 0]
da
2 N o
o =1 -
Eksempel

Lad os regne laeengden af projektionen beregnet ovenfor. Vi har allerede regnet prikproduktet mellem
de to vektorer til

@-b=9

sa at tage den numeriske veerdi sendrer ikke noget, da tallet er positivt. Lengden af vektor ber
desuden

B = V5 12 = V26 .
Seetter vi ind i formlen for leengden af projektionen finder vi at laengden af projektionen af vektor
apaber
9
azl = — = 1,77 .
il =

9.8 Determinant

Nar man har to vektorer kan man finde deres determinant. Man far determinanten ved at hatte
den fgrste vektor og prikke med den anden.

— N —
det(d, b)="d- b =aiby — asb;

Der findes to mader at notere determinanten pa. Enten ved at skrive det eller ogsa ved at skrive
de to vektorers koordinater op i et skema som vist nedenfor. Her betyder de lodrette streger
altsa hverken ”leengde”eller "numerisk veerdi”men i stedet ”determinant”.

ap b
az by

det(@, D) =
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Hvis man skriver determinanten op pa den sidste made, er den let at regne ud. Man skal nemlig
bare gange over kors.

Forst ganger man gverste venstre med nederste hgjre, hvorfra man treekker nederste venstre gan-
get med gverste hgjre.

1 b
Z; b; :a—le—agbl
F.eks. hvis
- _ 3 ?: 1
2/ 5
sa er
det(?,?):‘g é‘:3.5—2-1:13

Areal og determinant

Determinanten af to vektorer er et tal. Den numeriske veerdi af dette tal svarer til arealet af
det parallelogram, som de to vektorer udspaender.

ﬁ
b

)|

%
Aparallelogram = | det( a,

ar by

A =
parallellogram as b2

Her skal man igen veere lidt opmaerksom pa de lodrette streger. De yderste betyder ”numerisk veer-
di”, mens de inderste betyder ”determinant”.

N

Vv

Hvis vi f.eks. gnsker at finde arealet af parallelogrammet udspeendt af vektorerne
1\ —» 3
2= (1)-7- ()
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sa kan det beregnes saledes:

_>
@, =

Aparallelogram = |det(

Hl 3

A 2H_|1-2—4~3|_|—10|_10

Arealet, der udspesendes mellem de to vektorer, er halvt sa stort som arealet af parallelogrammet.
Derfor kan arealet af trekanten med formlen:

1 —
At7'ekant = 5 ' |det(7a b )|

! 1
'__--:--__ 1 v TR - .'1_..,.,",” . L 1[L'1|;|'!.f.'|

Tt

Parallelle vektorer og determinant
Hvis determinanten af to vektorer er 0, sa er vektorerne parallelle. Skrevet matematisk er det:

det(@. B)=0 = @I 0b

Grunden til dette er, at determinanten er defineret som skalarproduktet mellem a hat og b. Hvis det-
te skalarprodukt giver 0, betyder det at de to vektorer star vinkelret pa hinanden. Hvis b er vinkelret
pa a hat, sa er b parallel med a.
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6
5
‘ a
3
2

Sl
Ql

4

Bemeerk, at hvis a og b er parallelle, sa kan de enten veere ensrettede eller modsatrettede.

Lad os tage et eksempel. Vi skal afggre om vektorerne

o= () o-(5)

er parallelle.
Vi ser at

3 -1

det(@, D) = ’2 -

‘:3'7—2-(—1):237&0
Da determinanten er forskellig fra 0, er de to vektorer ikke parallelle.

9.9 Linjens ligning
Linjens ligning
Pa C-niveau leerte vi, at en ret linje har ligningen
y=ax+b
P& B-niveau laerte vi, at en ret linje ogsa kan have ligningen
y =yo +a(z —xo)

hvor (xg, yo) er et kendt punkt pa linjen.

P& A-niveau leerer vi en ny made at skrive ligningen for en ret linje pa. Det er

a(z — x) + b(y —yo) =0

()

er en normalvektor til linjen. Dvs. den star vinkelret pa linjen.

hvor
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P=(x,y)
o >
-4 3 -2 A1 0 1 2 3 4 5 6
1]
_2.

Sa hvis vi kender en normalvektor til linjen og et punkt pa linjen, sa kan vi altsa bestemme
en ligning for linjen.

Hvis vi f.eks. ved, at

star vinkelret pa vores linje, og at

Py =(1,4)

ligger pa linjen, sa er linjens ligning

3z—1)+2(y—4)=0

3r+2y—11=0

Til sidst gangede vi ind i parentesen. Det kan vi ogsa gere generelt.

a(x — ) + b(y —yo) =0

ax —axg+by —byg =0

ax + by + (—axg — byy) =0

axr+by+c=0

I det sidste skridt har vi samlet alle konstanterne i en samlet konstant som vi kalder c. Det
nederste er en anden made at skrive ligningen for den rette linje. Ulempen er, at man ikke kan
aflaese et punkt pa linjen direkte fra ligningen. Imidlertid kan man stadig aflaese en normalvektor.

ar+by+c=0 & alr—x0)+by—y)=0
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Hvorfor ser ligningen sadan ud?

Vi ved at normalvektoren star vinkelret pa linjen. Hvis et punkt P ligger pa linjen, s4 méa vekto-
ren fra Py til P altsa veere ortogonal (dvs. vinkelret) med normalvektoren.

PP L7

Vi ved at skalarproduktet mellem to ortogonale vektorer er 0, sa derfor kan vi slutte, at hvis P
ligger pa linjen sa er

7 BP =0

Vi indsaetter koordinaterne og udregner skalarproduktet

BB =0

() ()=
a(r — o) +b(y —yo) =0

og det er simpelthen derfor, at ligningen for linjen ser sadan ud.

NB: I videoen skrives linjens ligning op soma(y — yo) + b(x — xo) = 0. Det passer ikke ikke med en
normalvektor der hedder @ = (a,b) som i artiklen,men derimod 7 = (b, a).

9.10 Linjens parameterfremstilling

I stedet for at beskrive en linje ved hjzlp af en ligning, kan man ggre det ved hjelp af en parame-
terfremstilling. 1 en parameterfremtilling indfgrer man en parameter, der typisk kaldes t, og sa ser
man, hvordan et punkt (x, y) beveeger sig som funktion af t.

Linjens parameterfremstilling ser sadan her ud: Et punkt (x, y) ligger pa linjen, nar
T _ i) +t 1
Y Yo T2

Her er (xq,yo) et punkt pa linjen, og vektor r er en retningsvektor for linjen.

Parameterfremstillingen fungerer pa den made, at man starter i sit faste punkt, og sa gar man
en eller anden forlengelse (eller forkortelse) af retningsvektoren ud. Pa den made, kan man ramme
alle punkter pa linjen. Det er storrelsen af t, der afggr, hvor meget man forleenger/forkorter ret-
ningsvektoren.

Nedenfor er tegnet et eksempel, hvor man saetter t=3 og t=-2.
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I stedet for at opskrive en parameterfremstilling som en ligning med vektorer, kan man opskri-
ve forskrifter for hvert koordinat som funktion af t.

z(t)=x9+t 11
y(t) =yo+1t-rs

Kender punkt og retning

Hvis man kender et punkt pa linjen og en retningsvektor, sa kan man opskrive parameterfremstil-
ling ved simpelthen at satte ind i formlen ovenfor.

Hvis
(2
Py=(1,4) og 7 = (3>

sa er parameterfremstillingen

() -()+()

Eller hvis man skriver det som koordinatfunktioner

a(t)=1+2t
y(t) =4+ 3t

Kender to punkter

Hvis man kender to punkter pa linjen, kan man opskrive parameterfremstillingen ved fgrst at
finde vektoren mellem punkterne. Denne ma have samme retning som linjen. Dernaest kan man
bruge et af punkterne som sit faste punkt, og vupti, sa har man en parameterfremstilling.

Hvis vi kender

A=(1,2) og B=(4,3)
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sa kan vi finde
4—1 3
72 (32) - 1)
og sé skal vi bare veelge os et fast punkt. Det kunne f.eks. veere A (men B havde virket lige sa godt!).

() -()+(3)

Kender linjens ligning

Hvis man kender en ligning for linjen, kan man ogsa omskrive til en parameterfremstilling.

I linjens ligning kan man afleese en normalvektor. Denne star vinkelret pa linjen. Hvis man hatter
normalvektoren far man en vektor, der er parallel med linjen. Den kan man bruge som retnings-
vektor.

Man kan finde et punkt pa linjen ved at saette en bestemt veerdi ind pa den ene variables plads og
sa isolere den anden.

Vores linje har ligningen

20 +5y+1=0

Vi aflaeser en normalvektor til linjen til at veere:
Sa ma retningsvektoren veere:

Nu skal vi finde et punkt pa linjen. Vi seetter x=0 og ser hvilken y-veerdi der passer til (vi kunne have
sat x lig med hvad som helst, men det er tit lettere at regne pa udtryk, hvor 0 indgar)

2-0+5y+1=0

Sa vores punkt er (0, -0,2)

Parameterfremstillingen er altsa
x 0 -5
()= (o) ()
eller skrevet som koordinatfunktioner
x(t) = =5t
y(t) = —0,2 + 2t

Hvis man i stedet havde kendt ligningen pa formen y=ax+b, havde det veaeret lettere. Der kunne
vi som fast punkt bruge (0, b) og som retningsvektor bruge

()
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9.11 Dist-formlen
Ligesom pa B-niveau, hvor vi fandt afstande mellem punkter og linjer findes der en tilsvarende
made, nar vi har givet linjens ligning pa formen ax+by-+c=0. Den er saledes:
. |azy + by1 + ¢
dist(P,l) = ——————
B0 va? +b?
hvor P har koordinaterne (x;, y1) og linjen har ligningen ax+by-+c=0.

Hvis vi f.eks. vil finde den korteste afstand mellem

P=(1,2)ogl:3z4+4y—7=0

sa indsaetter vi i dist-formlen

. B-1+4-2-7 |4] 4
dist(P, 1) = = =-=0,8
ist(P. D) V32442 Vv16+9 5

Denne formel er uundveerlig, nar vi skal finde ud af om cirkler og linjer skaerer hinanden.

9.12 Cirkler og linjers skeeringer

Cirkler

En cirkel er en punktmaengde, hvorom der geelder, at alle punkter pa cirklen har samme afstand
til et punkt kaldet cirklens centrum. Denne afstand kaldes radius. Skrevet med meengdesymboler
ser det saledes ud

C(C,r)={P=(z,y) ||PC|=r}
Hvis man skulle udtale det, ville det lyde ”Cirklen med centrum C og radius r er maengden

af punkter P, hvorom der gaelder, at afstanden mellem P og C er r”. Bemaerk, at centrum ikke er
en del af cirklen. Cirklen er udelukkende periferien.

Hvis centrumskoordinaterne er C'(a, b) kan vi omregne betingelsen for at P(x,y) ligger pa cirklen.
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r = |PC|

r = |PC
r=|CP|
()
r=+/(r—a)+(y—b)>
r? = (z—a)®+ (y —b)2

T =

En cirkel er altsa alle punkter (x,y) der opfylder ligningen

(x—a)?+ (y—b)?=r?

Skaering mellem cirkel og linje givet ved ligning

Hvis vi har oplyst cirklens centrum og radius samt linjens ligning, kan vi finde ud af, om der
er nogen skeeringer mellem cirklen og ligningen. Vi bruger simpelthen dist-formlen til at finde den
korteste afstand mellem linjen og cirklens centrum. Hvis afstanden er stgrre end radius, er der
ingen skeeringer, hvis afstanden er lig med radius, er der et rgringspunkt (linjen er i sa fald tangent

til cirklen), hvis afstanden er mindre end radius, er der to skeeringspunkter.

Hvis vi blev spurgt, hvor mange skeeringer der var mellem

C:(x+22*+(y—3)*=160gl:4x —5y+6=0

s& ville vi starte med at aflaese radius til » = 4 og centrumkoordinaterne til C' = (-2, 3). Man skal
holde tungen lige i munden med fortegnene til koordinaterne! Nu seetter vi ind i dist-formlen

l4-(=2)=5-3+6] |17 17

dist(C, 1) = = - ~
ist(G,) JE 15 6125 vl

Da afstanden er mindre end radius, er der to skaeringer mellem cirklen og linjen.

Skeeringer mellem cirkel og linje givet ved parameterfremstilling

~ 2,65 < 4

Hvis en linje er givet ved parameterfremstilling, kan vi ikke bruge dist-formlen til at bestemme
antallet af skeeringspunkter. I stedet kan vi indssette parameterfremstillingen i cirklens ligning og

dermed finde ud af for hvilke ¢ (hvis nogen overhovedet) der er skeeringer.
Det er lettest at gennemga ved hjeelp af et eksempel.

Vores cirkel er givet ved

C:(z4+2)7%*+(y—3)72=9

)-())

Vi starter med at skrive parameterfremstillingen om til koordinatfunktioner

og vores linje er givet ved

x(t) = =5+ 3t
y(t) =1+t
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Disse seetter vi sa ind pa hhv. 2’s og y’s plads i cirklens ligning

(=5+3t+2)*+(1+t-3)>=9
—— ——"

x Y
(Bt—3)2+(t—2)2=9

(92 +9—18t)+ (t* +4—4t) =9
1062 — 22t + 13 =9

10t — 22t +4 = 0.

Nu star vi med en andensgradsligning, hvor ¢ er den ubekendte. Vi starter med at finde diskrimi-
nanten. Hvis den er positiv er der to skeeringer, hvis den er 0 er der et rgringspunkt og hvis den er
negativ skaerer cirklen og linjen ikke hinanden.

d=(-22)2—4-10-4 =324

Der er altsa to skeeringspunkter.
Nu kan vi finde ud af for hvilke ¢-veerdier skeeringerne finder sted.

_22i\/324_22i18_{‘2‘8_2

t = =
4
210 20 =02

Nu indseetter vi disse t-veerdier i linjens parameterfremstilling for at finde skeeringspunkternes ko-

ordinater.
o [z _ (-5 (3 _(—H5+2-3\ _ (1
=2 (0)= () () - (05) - ()
- fz\ (-5 3\ _ (-5+0,2-3\ (44
t=o2: (5) = (V) #o2: (1) = (705) - (05

Cirkel og ligning skeerer altsa hinanden i (1,3) og (—4,4,1,2).

v

9.13 Tangentligning til en cirkel

Hvis man kender en cirkel, kan det veere nyttigt at finde en ligning for tangenten i et givet punkt,
Py, pa cirklen.
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Tangenten er en ret linje, og man kan (som vi gennemgik i et tidligere afsnit) finde dens ligning
ved at kende et punkt pa linjen og en normalvektor.

Vi kender jo allerede et punkt pa linjen, nemlig Py. Vi mangler altsa bare en normalvektor. Heldigvis
ved vi, at vektoren fra centrum til Py star vinkelret pa tangenten. Derfor kan vi bruge den som
normalvektor.

Eksempel

Vores cirkel har ligningen

C: (z+22%*+@w-132*=13

Punktet Py = (1, 3) ligger pa cirklen. Find en ligning for tangenten til cirklen i Py. Vi kan afleese
centrumkoordinaterne til (—2,1) (Veer opmaerksom pa fortegnene!). Nu finder vi vektoren mellem

FyogC
%7?7 -2-1\ (-3

Sa saetter vi simpelthen bare ind i linjens ligning

0=a(r —x0) + by —yo) &

0=-3xz-1)-2(y—3) <

0=(-3z+3)+(-2y+6) =
0=-3z—-2y+9

og nu har vi en ligning for tangenten!

o
W
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