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1 Vektorer i 2D

1.1 Vektorer

En vektor er en pil, der har en leengde og en retning. Man betegner oftest vektorer med sma bog-
staver med en lille pil over.

7

En vektor har to koordinater, der beskriver hvor lang vektoren er i hhv. x-aksens og y-aksens ret-
ning. Man skriver koordinaterne i en sgjle med x-koordinaten gverst og y-koordinaten nederst.

a
a2

el

az

a

Her er eksempler pa nogle vektorer med koordinater angivet

1.1.1 Ensrettede og modsatrettede vektorer

To vektorer, der er parallelle og har samme retning, kaldes ensrettede, mens to parallelle vektorer
med hver sin retning kaldes modsatrettede.
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modsatrettede

1.1.2 Nulvektoren og egentlige vektorer

Den vektor, der har koordinaterne (0, 0) kaldes for nulvektoren

()

Nulvektoren har samme start- og slutpunkt. Den har derfor ingen leengde.
Alle vektorer, der ikke er nulvektoren, kaldes for egentlige vektorer.

1.1.3 Stedvektor

Hvis man er givet et punkt i planen, kan man tegne en vektor fra origo (punktet (0, 0)) hen til
punktet. Denne vektor kaldes punktets stedvektor. Den betegnes med

—
OA
4
3 A
2 —
OA
1
04/ Origo
2 1 0 1 2 3 4

Stedvektoren til et punkt har samme koordinater som punktets koordinater.

A= (&1, CLQ) = O_1>4 = (al)

az

1.1.4 Tvaervektor

Hvis man har en vektor, kan man danne dens tvaervektor. Tveervektoren har samme leengde som
den oprindelige vektor, men er drejet 90° mod urets retning. Tveervektoren betegnes med at satte
en lille "hat” (dvs ") ovenpa vektoren.
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QU

ST}

Tveervektorens koordinater fas ved at bytte om pa den oprindelige vektors koordinater og sastte et
minus foran fgrste koordinaten.

Tveervektoren til en vektor a kaldes tit for ”a hat”, og det at finde tvaervektoren kaldes tit ”at hatte

»

a’.

1.1.5 Vektor mellem to punkter

Hvis man har to punkter, kan man tegne en vektor mellem dem.

61
5
4lp B
2 —
s AB
byay
2
32 o
-a
] 1734
o & by
4 3 2 1 Jo 1 2 3 5 6 1
-1

Vektoren vil have koordinaterne
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1.1.6 Enhedsvektor

En enhedsvektor er en vektor, der har lzengde 1. F.eks vektoren

- 0)

For hver vinkel v, kan man danne enhedsvektoren

()

der har leengde 1 pa grund af grundrelationen

Hvis man har en vektor, a, kan man forkorte den, sa man far en enhedsvektor, e, med samme retning
ved hjelp af denne formel

1

— —

€ =7=;a
||

1.2 Langde og afstandsformlen

Man betegner lengden af en vektor som

7|

Man finder leengden af en vektor ved fglgende formel

[@| = \/ai +a3
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1.2.1 Afstandsformlen

Nar man vil bestemme afstanden mellem to punkter, sa er det det samme som at finde laengden af
vektoren mellem de to punkter. Altsa kan man sige, at

|AB| = | 45|

Her betyder venstresiden ”leengden af linjestykket mellem A og B”og hgjresiden betyder ”leengden
af vektor AB”.

For at finde afstanden mellem to punkter kan vi altsa bruge formlen for leengden af en vektor, hvor
vi indsaetter koordinaterne for vektor AB.

|AB| = /(b1 — a1)? + (b — a»)?

1.3 Regning med vektorer

Man lzegger to vektorer sammen ved at leegge dem sammen koordinatvist. Man leegger altsa forstekoordinaterne
sammen og bagefter leegger man andenkoordinaterne sammen

— —- _ ay + bl
a+ b= ((12 " b2>
Nar man traekker vektorer fra hinanden, gor man det ligeledes koordinatvist.
A
ag — bg
Nar man ganger et tal med en vektor, ganger man tallet ind pa hver koordinat.

= (1)
> (5)=(73)

F.eks. er

(1)

(©Matematikcenter Se mere pa webmatematik.dk Side 8


http://www.webmatematik.dk/

Matematik
CGntGI' A—niveau

1.4 Regneregler

Der findes visse regneregler for vektorer

1. a+b=b+a (1)
2. (@+b)+e=a+(b+e) (2)
3. tl@a+b)=ta+tb (3)
4. (s+t)a=sa+ta (4)
5. s-(t-a)=(s-t)a (5)

1.5 Skalarprodukt

Som naevnt tidligere kan man ikke gange to vektorer med hinanden. I stedet kan man tage skalarpro-
duktet af to vektorer. Man finder skalarproduktet ved at gange fgrstekoordinaterne med hinanden
og laegge det til produktet af andenkoordinaterne.

b
() () nrers

Bemerk, at skalarproduktet af to vektorer giver et tall

1.5.1 Regneregler for skalarprodukt

Ligesom der er regneregler for addition og subtraktion af vektorer, sa geelder der regneregler for
skalarproduktet.
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1.6 Vinkel mellem vektorer

Hvis man tegner to (egentlige) vektorer ud fra samme begyndelsespunkt, vil der dannes en vinkel
mellem dem. Man kan beregne denne vinkel vha. fglgende formel

7.0 - =

a.

COS()ZW y 7,[)#0
al-|b

cosinus til vinklen mellem to vektorer er altsa skalarproduktet af divideret med produktet af deres
leengder.

1.6.1 Skalarprodukt og vinkel

I formlen for vinklen mellem to vektorer indgar et skalarprodukt. Lad os prgve at isolere det.

cos():ﬁa b
|- b

@B =cos(v)-|@|- | D]

Hvis skalarproduktet (venstresiden) er positiv, sa er hgjresiden ogsa positiv. Da leengderne af a og
b altid er positive, betyder det at cos(v) er positiv. cos(v) er positiv, nar v er under 90°.

Hvis skalarproduktet er negativt, sa er hgjresiden ogsa negativ. Men da laeengderne altid er positive,
betyder det, at cos(v) er negativ. cos(v) er negativ nar v ligger mellem 90 og 180°.

Hvis skalarproduktet er 0, sa er hgjresiden 0. Det betyder at cos(v) er 0. Og det betyder at vinklen
mellem vektorerne er 90°

90
cos(v)<Q cos(v)>0

180 0

Altsa kan vi sige

%
ad-b >0 & v er spids

_)
d-b <0 & v er stump
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7-7:0 & verret

1.6.2 Hvad hvis vinklen mellem vektorerne er over 180°7

Hvis vinklen mellem vektor a og vektor b er over 180, sa vil vinklen mellem vektor b og vektor a
veere mindre end 180. De to vinkler vil tilmed have samme cosinus-veerdi, sa det er ikke noget, man
behgver teenke over i udregningerne. Nar man taler om vinklen mellem to vektorer, vil man typisk
tale om den under 180.

ol

cos(v)=cos(3 eo‘lv)

1.7 Projektion af vektor pa vektor

Givet to egentlige vektorer kan man projektere den ene ned pa den anden. Hvis man har tegnet
de to vektorer fra samme begyndelsespunkt, svarer det til at ga vinkelret fra spidsen af den ene
ned pa den anden vektor. Vektoren fra begyndelsespunktet og hen til det punkt, man rammer, er
projektionsvektoren.

5

4

3 a

2
=

1 — b

ap
0
0 1 2 3 4 5 6 7

Projektionsvektoren vil selviglgelig veere parallel med den vektor, man projekterer ned pa.
Der findes en formel til at beregne projektionsvektorens koordinater

i
Sl
S

= =

b

S
[ V)
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Man skal holde tungen lige i munden med, hvad der er hvad. I telleren har vi et skalarprodukt.
Prikken er altsa en prik. Skalarproduktet er et tal og naevneren, der bestar af en leengde, er ogsa
et tal. Dermed giver hele brgken et tal. Hgjresiden skal altsa laeses som et tal ganget med vektor b.
Den sidste prik er altsa et gangetegn og ikke en prik.

1.7.1 Leengde af projektion

Projektionen af en vektor ned pa en anden vektor har selvfglgelig ogsa en laengde. Formlen for
leengden af projektionen af en vektor er

@ - b]

|a@

som siger at leengden af projektionen af vektor @ pa vektor ber givet som den absolutte veerdi (ogsa
kaldet den numeriske veerdi) af skalarproduktet mellem de to vektorer delt med laengden af vektor
b.

Lad os se pa hvorfor formlen ser sadan ud. Hvis vi tager udgangspunkt i formlen for projektionen
af en vektor pa en vektor

Da @- b er et tal kan vi betegne det med k. Dermed har vi
-5

staende i teelleren. Dette er dog det samme som

da
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1.8 Determinant
Nar man har to vektorer kan man finde deres determinant. Man far determinanten ved at hatte den
fgrste vektor og prikke med den anden.

det(?, ) = _(Al> . 7 = a1b2 — a2b1

Der findes to mader at notere determinanten pa. Enten ved at skrive det eller ogsa ved at skrive
de to vektorers koordinater op i et skema som vist nedenfor. Her betyder de lodrette streger altsa
hverken ”leengde” eller "numerisk veerdi”men i stedet ”determinant”.

ap by

det(@, D) = "

Hvis man skriver determinanten op pa den sidste made, er den let at regne ud. Man skal nemlig
bare gange over kors.

Forst ganger man gverste venstre med nederste hgjre, hvorfra man traekker nederste venstre ganget
med gverste hgjre.

a1

1
= (leg — a2b1
az by

1.8.1 Areal og determinant

Determinanten af to vektorer er et tal. Den numeriske veerdi af dette tal svarer til arealet af det
parallelogram, som de to vektorer udspeender.

_>
Aparallelogram = |det(75 b )|

ar b

A =
parallellogram as bg

Her skal man igen veere lidt opmeerksom pa de lodrette streger. De yderste betyder "numerisk vaer-
di”, mens de inderste betyder ”determinant”.

1.8.2 Parallelle vektorer og determinant

Hvis determinanten af to vektorer er 0, sa er vektorerne parallelle. Skrevet matematisk er det:

det(@, B)=0 < @b

Grunden til dette er, at determinanten er defineret som skalarproduktet mellem a hat og b. Hvis
dette skalarprodukt giver 0, betyder det at de to vektorer star vinkelret pa hinanden. Hvis b er
vinkelret pa a hat, sa er b parallel med a.

Bemeerk, at hvis a og b er parallele, sa kan de enten veere ensrettede eller modsatrettede.
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| det (&, b)|

QL

b

STk

{
QI

1.9 Linjens ligning
1.9.1 Linjens ligning

Pa C-niveau leerte vi, at en ret linje har ligningen

y=ax—+b

Pa B-niveau laerte vi, at en ret linje ogsa kan have ligningen

Yy =Yo + alx — xo)

hvor (xg, yo) er et kendt punkt pa linjen.
Pa A-niveau leerer vi en ny made at skrive ligningen for en ret linje pa. Det er

alx —x9) + by —yo) =0

hvor
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er en normalvektor til linjen. Dvs. den star vinkelret pa linjen.

P=(z,y)

Sa hvis vi kender en normalvektor til linjen og et punkt pa linjen, sa kan vi altsa bestemme en
ligning for linjen.

1.10 Linjens parameterfremstilling

I stedet for at beskrive en linje ved hjeelp af en ligning, kan man ggre det ved hjeelp af en parame-
terfremstilling. 1 en parameterfremtilling indfgrer man en parameter, der typisk kaldes t, og sa ser
man, hvordan et punkt (x, y) bevaeger sig som funktion af t.

Linjens parameterfremstilling ser sadan her ud: Et punkt (x, y) ligger pa linjen, nar

(-G + ()

Y Yo T2

Her er (xq,y0) et punkt pa linjen, og vektor r er en retningsvektor for linjen.
Parameterfremstillingen fungerer pa den made, at man starter i sit faste punkt, og sa gar man en
eller anden forleengelse (eller forkortelse) af retningsvektoren ud. Pa den made, kan man ramme alle
punkter pa linjen. Det er stgrrelsen af t, der afggr, hvor meget man forleenger /forkorter retnings-

vektoren.
Nedenfor er tegnet et eksempel, hvor man sztter t=3 og t=-2.

I stedet for at opskrive en parameterfremstilling som en ligning med vektorer, kan man opskrive
forskrifter for hvert koordinat som funktion af t.

x(t) =x0+1t 11

y(t) =yo +t-r2
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1.10.1 Kender punkt og retning

Hvis man kender et punkt pa linjen og en retningsvektor, sa kan man opskrive parameterfremstilling
ved simpelthen at saette ind i formlen ovenfor.
Hvis

Py=(1,4) 08 7 = @)

() -()+()

Eller hvis man skriver det som koordinatfunktioner

sa er parameterfremstillingen

z(t)=1+2t

y(t) =443t

1.10.2 Kender to punkter

Hvis man kender to punkter pa linjen, kan man opskrive parameterfremstillingen ved fgrst at finde
vektoren mellem punkterne. Denne ma have samme retning som linjen. Dernsest kan man bruge et
af punkterne som sit faste punkt, og vupti, sa har man en parameterfremstilling.

Hvis vi kender

A=(1,2) og B=(4,3)

sa kan vi finde

- ()0
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og sa skal vi bare vaelge os et fast punkt. Det kunne f.eks. vaere A (men B havde virket lige sa godt!).
T 1 3
()= )+ ()

1.10.3 Kender linjens ligning

Hvis man kender en ligning for linjen, kan man ogsa omskrive til en parameterfremstilling.

I linjens ligning kan man afleese en normalvektor. Denne star vinkelret pa

linjen. Hvis man hatter normalvektoren far man en vektor, der er parallel med linjen. Den kan man
bruge som retningsvektor.

Man kan finde et punkt pa linjen ved at seette en bestemt veerdi ind pa den ene variables plads og
sa isolere den anden.

Vores linje har ligningen

20 +5y+1=0

Vi aflaeser en normalvektor til linjen til at veere:
Sa ma retningsvektoren veere:

Nu skal vi finde et punkt pa linjen. Vi sasetter x=0 og ser hvilken y-veerdi der passer til (vi kunne
have sat x lig med hvad som helst, men det er tit lettere at regne pa udtryk, hvor 0 indgar)

2.045y+1=0

Sa vores punkt er (0, -0,2)
Parameterfremstillingen er altsa

T\ 0 iy -5
y)  \-0,2 2
eller skrevet som koordinatfunktioner

z(t) = —bt
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y(t) = —0,2 + 2t

Hvis man i stedet havde kendt ligningen pa formen y=ax+Db, havde det veeret lettere. Der kunne vi

som fast punkt bruge (0, b) og som retningsvektor bruge

()

<3|

3,
/ (Ovb)

1.11 Dist-formlen

Ligesom pa B-niveau, hvor vi fandt afstande mellem punkter og linjer findes der en tilsvarende

made, nar vi har givet linjens ligning pa formen ax+by+c=0. Den er saledes:

_axy 4 byy + ¢

dist(P,1) = W

hvor P har koordinaterne (x1, y1) og linjen har ligningen ax-+by-+c=0.
Hvis vi f.eks. vil finde den korteste afstand mellem

P=(1,2)ogl:3x4+4y—7=0

sa indssetter vi i dist-formlen

31427 4 4

WP ==~ i6ro b

=0,8

Denne formel er uundveerlig, nar vi skal finde ud af om cirkler og linjer skaerer hinanden.
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1.12 Cirkler og linjers skaeringer
1.12.1 Cirkler

En cirkel er en punktmaengde, hvorom der galder, at alle punkter pa cirklen har samme afstand til
et punkt kaldet cirklens centrum. Denne afstand kaldes radius. Skrevet med maengdesymboler ser
det saledes ud

C(Cr) ={P=(z,y) [[PC] =71}

Hvis man skulle udtale det, ville det lyde ”Cirklen med centrum C og radius r er maengden af
punkter P, hvorom der gelder, at afstanden mellem P og C er r”.

Bemeerk, at centrum ikke er en del af cirklen. Cirklen er udelukkende periferien.

Hvis centrumskoordinaterne er C(a,b) kan vi omregne betingelsen for at P(z,y) ligger pa cirklen.

r = |PC| (6)
r=|PC| (7)
r=|CP| (8)
=|(70) ®
r=\@—a)? +(y—0b) (10)
r? = (x—a)2+(y—b)2. (11)

9

En cirkel er altsa alle punkter (x,y) der opfylder ligningen

(2 —a)? + (y— )2 = 1”

1.12.2 Skering mellem cirkel og linje givet ved ligning

Hvis vi har oplyst cirklens centrum og radius samt linjens ligning, kan vi finde ud af, om der er
nogen skaeringer mellem cirklen og ligningen. Vi bruger simpelthen dist-formlen til at finde den
korteste afstand mellem linjen og cirklens centrum. Hvis afstanden er stgrre end radius, er der ingen
skaeringer, hvis afstanden er lig med radius, er der et rgringspunkt (linjen er i sa fald tangent til
cirklen), hvis afstanden er mindre end radius, er der to skeeringspunkter.

Hvis vi blev spurgt, hvor mange skeeringer der var mellem

C:(x+2°+(y—3*=160gl:4c—5y+6=0

sa ville vi starte med at afleese radius til » = 4 og centrumkoordinaterne til C' = (-2, 3). Man skal
holde tungen lige i munden med fortegnene til koordinaterne! Nu saetter vi ind i dist-formlen

[4-(-2)-5-3+6] |17 17
V42 152 - V16+25 V4l

Da afstanden er mindre end radius, er der to skeeringer mellem cirklen og linjen.

dist(C,1) = ~ 2,65 <4
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1.12.3 Skeeringer mellem cirkel og linje givet ved parameterfremstilling

Hvis en linje er givet ved parameterfremstilling, kan vi ikke bruge dist-formlen til at bestemme
antallet af skeeringspunkter. I stedet kan vi indseette parameterfremstillingen i cirklens ligning og
dermed finde ud af for hvilke ¢ (hvis nogen overhovedet) der er skeeringer.

Det er lettest at gennemga ved hjelp af et eksempel.

Vores cirkel er givet ved

C:(z+22*+(y—32%*=9

-0 ()< )

Vi starter med at skrive parameterfremstillingen om til koordinatfunktioner

og vores linje er givet ved

z(t)=-5+3tyt) =1+t

Disse seetter vi sa ind pa hhv. x’s og y’s plads i cirklens ligning

(=5+3t+2)*+(1+t-3)*=9 (12)
z Y

(Bt—3)2+(t—2)72=9 (

(92 +9—18t) + (P +4—4t) =9 (
106> =22t +13 =19 (15

10t — 22t +4 = 0. (

Nu star vi med en andensgradsligning, hvor ¢ er den ubekendte.
Vi starter med at finde diskriminanten. Hvis den er positiv er der to skeeringer, hvis den er 0 er der
et rgringspunkt og hvis den er negativ skeerer cirklen og linjen ikke hinanden.

d=(-22)2—-4-10-4=324

Der er altsa to skeeringspunkter.
Nu kan vi finde ud af for hvilke ¢-veerdier skeeringerne finder sted.

2244324 22+18 [0 =2
2-10 20

4 _
4 =02

Nu indsaetter vi disse t-veerdier i linjens parameterfremstilling for at finde skeseringspunkternes ko-

I R R R N
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L (x\ (-5 (3) _ (-5+02-3) _ (44
=02 (5) = () o= (1) - (055 - (38)

Cirkel og ligning skeerer altsa hinanden i (1, 3) og (—4,4,1,2).

1.13 Tangentligning til en cirkel

Hvis man kender en cirkel, kan det vaere nyttigt at finde en ligning for tangenten i et givet punkt,
Py, pa cirklen.

Tangenten er en ret linje, og man kan (som vi gennemgik i et tidligere afsnit) finde dens ligning ved
at kende et punkt pa linjen og en normalvektor.

Vi kender jo allerede et punkt pa linjen, nemlig Py. Vi mangler altsa bare en normalvektor. Heldig-
vis ved vi, at vektoren fra centrum til Py star vinkelret pa tangenten. Derfor kan vi bruge den som
normalvektor.

Eksempel Vores cirkel har ligningen

C: (x+22%+@y-1>2*=13

Punktet Py = (1, 3) ligger pa cirklen. Find en ligning for tangenten til cirklen i Py. Vi kan aflaese
centrumkoordinaterne til (—2,1) (Veer opmeerksom pa fortegnene!). Nu finder vi vektoren mellem

P() og C
-2-1 -3
7ene=(75)-(5)
Sa saetter vi simpelthen bare ind i linjens ligning

0=a(z—z0) +b(y —yo) & (
0=-3z—1)-2y—3) (18
0=(-32+3)+(-2y+6) < (
0=-3z—2y+9 (

= O —
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og nu har vi en ligning for tangenten!

6/
5
3| o
—_—
P,C
1
[}
0
4321012\\456
1
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2 Vektorer 1 3D

2.1 Koordinatsystemet i 3D
2.2 Vektorer i 3D

Praecis som i 2D er en 3D-vektor en pil med en retning og en laengde.

I 3D har en vektor tre koordinater, der svarer til vektorens leengde (regnet med fortegn) i hver
af de tre aksers retninger. Fgrste koordinaten svarer altsa til, hvor langt man gar langs x-aksen,
andenkoordinaten hvor langt man gar langs y-aksen, og tredjekoordinaten langs z-aksen.

a a
ay 3
2 L
4
X
a1
E} = ag
as

2.3 Addition, subtraktion og prikprodukt

Man regner med vektorer i 3D pa nogenlunde samme made som i 2D.
Vi definerer saledes regneoperationerne som

ay + by

%
7+b: as + by
as + bs

ap — by
=|az—by
as — b3

Med ord siger vi, at vi leegger to vektorer sammen (eller treekker dem fra hinanden) ved at laegge
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sammen (eller treekke fra) koordinatvist, og at vi forleenger/forkorter en vektor ved at gange med
skaleringsfaktoren pa hver koordinat.

Skalarproduktet /prikproduktet i 3D er ogsa defineret pa samme made som i 2D ved at vi ganger
sammen koordinatvist og leegger produkterne sammen.

%
a-b = ai1bi + asbs + azbs

Der geelder stadig, at to vektorer er ortogonale (vinkelrette pa hinanden) hvis deres skalarprodukt
er 0.

I videoen herunder kan du se nogle eksempler pa udregninger af vektorsummer, -differenser og ska-
larprodukter i 3D.

2.4 Leengde af vektor

Nar vi skal beregne laeengden af en vektor i 3D, bruger vi en formel der minder meget om 2D-formlen

@] =/ai +a3+a3

2.5 Krydsprodukt

Nar man har med 3D-vektorer at ggre, findes der en ny regneart. Den kaldes krydsproduktet eller
vektorproduktet. Man krydser to vektorer med hinanden pa fglgende made

az by

as b
N 3 3 a2b3 — a3b2

— ap b

axb= — = a3b1 — a1b3
a3 b3 aq b2 — a2b1

ai b

ag bg

Bemeerk, at nar man krydser to vektorer med hinanden, sa far man en ny vektor.

2.5.1 Egenskaber ved krydsproduktet

Nar man finder krydsproduktet af to vektorer, vil krydsproduktsvektoren sta vinkelret pa begge de
to oprindelige vektorer.

Vi kan tjekke, at det er rigtigt i eksemplet ovenfor ved at prikke hver af vektorerne sammen med
krydsproduktsvektoren

1 -3
211 6 | =1-(-3)+2-6+3-(-3)=-3+12-9=0
3/ \-3
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o

X
4 /-3
50-1 6| =4-(-3)+5-6+6-(—3)=—-124+30-18=0
6/ \-3

Da begge prikprodukter giver 0, betyder det at hver af vektorerne er ortogonale med krydsproduktet.

2.5.2 Areal af parallellogram

Udover at sta vinkelret pa begge vektorer, sa er leengden af krydsproduktet lig med arealet af det
parallellogram, der udspeendes af de to vektorer.

-
Aparallellogram = ‘ a x b |

F.eks. kan arealet af parallelogrammet udspaendt af vektorerne

1 4
2] og |5
3 6
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udregnes som:

(21)
1 4 -3
2 x [5]|=|| 6 ||=V(-3)2+62+(-3)2 (22)
3 6 -3

=v9+36+9=54

[
g

~ 7,35

[\)
(=)

~ o~ —~ —~
[\ [\
~ (¥
—_ T —

2.5.3 Parallelle vektorer

Hvis krydsproduktet af to vektorer giver nulvektoren, betyder det, at de to vektorer er parallelle.

Ixb=0 & a|°b.

Dette skyldes, at leengden af krydsproduktet mellem to vektorer kan skrives som

@ x B =1a|- |5 ]sin(v) ,

hvor v er den udspaendte vinkel mellem de to vektorer. Da sin(0) = sin(7) = 0 betyder det altsa,
at hvis de to vektorer er enten ensrettede eller modsatrettede parallelle, sa er leengden af deres
krydsprodukt nul. Da lzengden af krydsproduktet er givet som kvadratroden af en sum af positive
storrelser medfgrer det altsa at hvis leengden er nul, ma krydsproduktet ngdvendigvis ogsa veere
det.

2.6 Linjer i rummet

Nar man arbejder med linjer i rummet, bruger man stort set kun deres parameterfremstilling. I
princippet kan man ogsa opskrive en ligning for linjer i rummet, men det er en grim formel, som er
sveer at anvende i praksis.

Parameterfremstillingen for linjen er stort set som i 2D bare med et tredje koordinat pa retnings-
vektoren og det faste punkt.

Et punkt (x, y, z) ligger saledes pa en ret linje, hvis det opfylder ligningen

T Zo T1
yl =% | +t-|r
z Z0 T3
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Dette kan ogsa skrives som

OP=0B +t-7

Man kan ogsa skrive parameterfremstillingen som funktioner for hver koordinat:

r=x0+1t -1

Yy=yo+t-rs

z=2z9+1t 73

Parameterfremstillingen for linjer i rummet fungerer pa samme made som i planen. Man starter i
et punkt pa linjen og derfra kan man na alle punkter pa linjen ved at ga en forleengelse/forkortelse
af retningsvektoren ud fra punktet.

2.7 Vindskave linjer

Hvis man har to linjer i rummet kan de ligge pa tre forskellige mader i forhold til hinanden.
De kan

1. veere parallelle
2. skeere hinanden i et punkt
3. veere vindskeeve

Lad os se pa de tre tilfzelde hver for sig.
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2.7.1 Parallelle

Man kan undersgge, om to linjer er parallelle ved at se om deres to retningsvektorer er parallelle.
Dette kan ggres pa to mader. Enten kan man undersgge om den ene er en forleengelse af den anden.
F.eks. er

O© O W

en forleengelse af

W N =

fordi man kan skrive

3 1
6|=3-12
9 3

Den anden metode til at tjekke for parallelitet er ved at undersgge om krydsproduktet giver 0. Hvis
de to retningsvektorer betegnes med r og q gaelder nemlig:

T1 q1
T2 X q2 =0 = ?H?
3 g3

Hvis linjerne er parallelle har de enten 0 skaeringspunkter eller uendeligt mange skaeringspunkter
(dette sker, hvis de to linjer er ens)

2.7.2 Et skaeringspunkt

Hyvis linjerne ikke er parallelle, kan man undersgge, om de skaerer hinanden i ét punkt. Det ggr man
ved forst at satte ligningerne for de to x- og y-koordinater lig hinanden. Det vil give to ligninger
med to ubekendte (de to parametre), som vi kan lgse.

Nar vi sa har fundet lgsningerne, sa seetter vi parametrene ind i ligningerne for z-koordinaterne og
ser, om vi far samme z-koordinat. Hvis dette er tilfaeldet, har vi fundet et skeeringspunkt. Og hvis
vi ikke far samme z-koordinat, sa skeerer de to linjer ikke hinanden.

Vi prgver med et eksempel. Vores linjer 1 og m er givet ved

x 1 3
l: yl=(2]4+¢t- |1
z 4 2
x 5 2
m yl=(1]+s-14
z 3 2
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Vi kan skrive ligningerne for x- og y-koordinaterne saledes:

r;=1+3t
w=24+1-t
Ty = 5+ 28
Ym = 1 +4s

Vi saetter x-veerdierne lig hinanden og y-veerdierne lig hinanden

14+3t=5+2s
24t=1+4s
Vi lgser de to ligninger med to ubekendte og nar frem til
s=0,7 og t=1,8
Nu skal vi indszette disse s- og t-veerdier i ligningerne for z-veerdierne.
z21=442t=4+2-1,8=7,6
Zm =3+2s=3+2-0,7=4,4

Da vi far to forskellige z-veerdier, betyder det, at de to linjer ikke skaerer hinanden.

2.7.3 Vindskaeve linjer

Hvis to linjer hverken er parallelle eller skeerer hinanden, sa kaldes de ”vindskaeve”. Pa billedet
herunder har vi forsggt at afbilde to vindskeeve linjer. Deres retningsvektorer er ikke parallelle, og i
det punkt, hvor de har samme x- og y-veerdier (de to sorte punkter), er deres z-veerdier forskellige.

-
%

N

v

Det ligner, de skeerer hinanden et sted, men det er fordi, det er sveert at tegne tredimensionelt i
to dimensioner. I det tilsyneladende skeeringspunkt er den grgnne linje ”leengere inde i sksermen”,
mens den orange er tattere pa os.

Man kan forestille sig to vindskeve linjer som en bil, der kgrer ad en lige vej nede pa jorden (den
ene linje) og et fly, der flyver ligeud oppe i luften (den anden linje).
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Selvom flyet krydser henover vejen, sa vil bilen og flyet ikke stdde sammen, da flyet befinder sig
flere km over vejen.

2.8 Planer

En plan er en to-dimensional stgrrelse i et tredimensionelt rum. Man kan forestille sig en plan som
et stykke papir, der befinder sig i et tredimensionelt rum, og som breder sig uendeligt ud. Ligesom
du kan haeve eller seenke et stykke papir eller rotere det, saledes at det vender pa alle mulige skaeve
mader, sa kan du ogsa gere det med en plan.

Nedenfor er tegnet en plan.

2.8.1 Normalvektor

Ligesom vi i 2D snakkede om at linjer havde normalvektorer, snakker vi i 3D om at planer har
normalvektorer. Man kan faktisk definere en plan som alle de vektorer, der star vinkelret pa en
(normal)vektor.

Herunder har vi tegnet en rgd vektor og 9 grenne vektorer, der alle star vinkelret pa den. Det ses,
at de grgnne vektorer ligger i den samme plan.

Man betegner tit planer med graeske bogstaver sasom « og (8

2.9 Planens ligning

Man kan beskrive en plan ved hjeelp af en ligning. Planens ligning er

a(x —xo) + by —yo) +c(z —2) =0
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//! JN\Y

Her er (xq, yo, z0) et punkt i planen og

er en normalvektor til planen.
Man kan ogsa skrive ligningen om til

ar+by+cz+d=0

hvor man har ganget parenteserne ud og samlet alle konstanterne i én, nemlig d.

At planen har denne ligning, betyder, at planen bestar af alle de punkter (x,y,z), der opfylder lig-
ningen. Dvs. alle de punkter (x,y,2z), der gor, at der star det samme pa venstre og hgjre side af
lighedstegnet.

Man kan afggre om et punkt ligger i en plan ved at indsstte dets koordinater i ligningen, og se
om man far 0 ud af det. F.eks. kunne man gnske at finde ud af om (2, 4, 5) ligger i planen med
ligningen 3x+5y-2z+47=0.

Vi seetter ind

3-24+5-4-2-54+47=6+20—10+7=23+#0

Da punktet ikke opfylder ligningen, ligger det ikke i planen.

2.9.1 Finde ligningen for planen, hvis man kender to vektorer

Hvis man tegner to ikke-parallelle vektorer (fra samme begyndelsespunkt), vil de udspaende en
plan. Det vil sige, at man kan finde én (og kun én) plan, som de begge to ligger i. Det er let at
opskrive en ligning for den plan. Alt vi skal kende er et punkt i planen og en normalvektor til planen.
Som punkt kan vi bruge begyndelsespunktet for vektorerne. Som normalvektor kan vi bruge krydspro-
duktet af de to vektorer, fordi krydsproduktet star vinkelret pa begge vektorer.

2.10 Planens parameterfremstilling

Ligesom linjen har en parameterfremstilling, sa kan man ogsa lave en parameterfremstilling for pla-
nen. Det kraever, at man kender ét punkt i planen og to ikke-parallelle vektorer, der ligger i planen.
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Parameterfremstillingen for planen ser saledes ud:

x Zo D1 q1
yl=1v | +s-|p2|+t-|q
z 20 D3 q3

eller skrevet kortere

O7>’=O—Po>+s-?+t~7

Vektorerne p og q kaldes retningsvektorer for planen.

Planens parameterfremstilling fungerer pa den made, at man kan na ud til alle punkter i planen
ved at starte i Py og derfra ga fgrst et stykke parallelt med den ene vektor og derneest et stykke
parallelt med den anden. Nedenfor er tegnet, hvor man gar 3 af den ene vektor og 2 af den anden
ud fra punktet for at na frem til det orange punkt.

Ved at saette forskellige tal ind pa s’s og t’s plads kan man na ud til alle punkter i planen.

2.10.1 Finde ligning nar man kender parameterfremstilling

Hvis man kender parameterfremstillingen for en plan, kan man let finde dens ligning. Man finder
normalvektoren ved at krydse de to retningsvektorer med hinanden

W=7 xq

og man kender allerede et punkt i planen. Sa kender man alt, hvad man har brug for for at kunne
opskrive en ligning for planen

2.10.2 Finde parameterfremstilling, hvis man kender ligning

Hvis man kender ligningen for en plan, kan man ga den anden vej og finde en parameterfremstilling
for planen.
Vi illustrerer metoden med et eksempel.

a: 2r4+4y—62—-1=0

Fgrst isolerer man den ene variable. Man bestemmer selv hvilken. Vi vaelger at isolere .

1
=_——2+3
T 5 Y+ 3z
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Nu lader man de to andre variable vaere parametrene. Vi saetter y=s og z=t.
Dermed har vi de tre ligninger

1
=—-—2 3t
x 5 s +

Vi kan ogsa skrive det som

1
x:§—2-s—|—3-t
y=0+1-54+0-¢
z=0+0-54+1-t

og dette kan pa vektorform skrives som

x % -2 3
y|l=10|+s-{ 1 |+t-1]0
z 0 0 1

hvorved vi er naet frem til en parameterfremstilling for planen.

2.11 Vinkel mellem linje og plan

Hvis man har en linje og en plan, vil de skeere hinanden i et punkt (medmindre de er parallelle), og
der vil dannes en vinkel imellem dem.

Denne vinkel kan vi beregne.

Forst finder man vinklen mellem planens normalvektor og linjens retningsvektor.

Dette ggr man med den formel, vi kender fra 2D

Hvis vi trackker denne vinkel fra 90° far vi vinklen mellem linjen og planen

v=90°—u

Det kan illustreres med fglgende tegning
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2.12 Vinkel mellem to planer

Hvis man har to planer o og 3, kan man beregne vinklen mellem dem.
Man starter med at finde vinklen mellem de to planers normalvektorer.
Dette ggr man med den formel, vi kender fra 2D.

g -

cos(v) = :W T

Nar vi sa har fundet vinklen mellem normalvektorerne, sa traekker vi den fra 180° for at fa vinklen
mellem planerne.

u=180° — v

Man kan illustrere det ved hjalp af fglgende tegning.

Man kan let se, at u og v tilsammen er 180°. Nar man finder vinklen mellem normalvektorerne, er
det v man finder.
Traekker man v fra 180, far man u, som er vinklen mellem planerne.

2.13 Skering mellem linje og plan

Nar man skal se, hvordan linjer og planer forholder sig i forhold til hinanden, er der tre muligheder.
e Hvis linjen ligger i planen (dvs. at bade retningsvektoren og det faste punkt ligger i planen), er
der uendeligt mange skaeringspunkter.

e Hvis linjens retningsvektor ligger i planen, men det faste punkt ikke gor, sa er der ingen skeeringer.
e Hvis linjens retningsvektor ikke ligger i planen, er der ét skaeringspunkt.

o A
odnd

00 skeeri kter O skeeringsp 1 skeeri

Man kan undersgge om retningsvektoren ligger i planen ved at prikke den med planens normalvek-
tor. Hvis prikproduktet giver 0, er de to vektorer ortogonale og det vil sige, at retningsvektoren
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ligger i planen (hvis planen er givet ved en parameterfremstilling og ikke en ligning, kan man finde
normalvektoren ved at krydse planens to retningsvektorer med hinanden)

Hvis retningsvektoren ligger i planen, kan man undersgge om linjens faste punkt ogsa ligger i planen.
Det gor man ved at indsaette punktet i planens ligning og se, om den er opfyldt. (Hvis planen er
givet ved en parameterfremstilling, seetter man punktet ind pa venstre side og bruger to af de tre
ligninger til at isolere s og t. Dernaest indsaetter man s- og t-veerdierne i den tredje for at undersgge
om den er opfyldt).

Hvis retningsvektoren ikke ligger i planen, kan man beregne skzeringspunktets koordinater.

2.13.1 Find skaering, nar plan er givet ved ligning

Hvis planen er givet ved en ligning og linjen ved parameterfremstilling, sa finder man skeeringen
mellem dem pa folgende made:

Forst indsesetter man hver enkelt koordinatfunktion fra linjen i planens ligning. Dernaest isolerer
man t. Den fundne t-veerdi indsaettes slutteligt i linjens parameterfremstilling, og det punkt, man
nar frem til er skeeringspunktet.

Lad os tage et eksempel:

x 1 2
l y|l=1[5]+t-|-2
z 0 1

a: 2x4+3y—2+4+4=0

Vi kan skrive linjens parameterfremstilling om til de tre koordinatfunktioner

r=142t
y=5—2t
z=04+t=1t

Disse funktioner satter vi sa ind pa x’s, y’s og z’s pladser i planens ligning
2(14+2t)+3(b—-2t) —(0+¢t)+4=0

244 +15-6t—t+4=0

~3t+21=0
21

t="=7
3

Vi har altsa fundet ud af, at linje og plan skeerer hinanden, nar t=7. Nu mangler vi bare at indsaette
t=T i linjens parameterfremstilling for at finde frem til skeeringspunktet

T 1 2 147-2 15
yl=|5]1+7-|-2]=(|5-7-2]=1]-9
z 0 1 0+7-1 7

Skeaeringspunktet er derfor (15, -9, 7)
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2.13.2 Find skeering, nar plan er givet ved parameterfremstilling

Hvis planen er givet ved en parameterfremstilling, kan man enten omskrive parameterfremstilingen
til en ligning og ggre som ovenfor, eller man kan lgse tre ligninger med tre ubekendte.
Lad os tage et eksempel

T 0 2 T =2u
l y|l =10 4+u-|—-1 = Yy=—1u
z 1 1 z=14u
x 1 1 3 r=14+s+3t
@ yl=|(1]+s-|2]|+¢t-[0 & y=1+4+2s(+0-1)
z 2 0 1 z2=2+t(+0-9)

Bemeerk, at vi har givet alle parametrene forskellige navne, saledes at linjens parameter hedder u,
mens planens hedder s og t.
Nu seetter vi ligningerne for x lig hinanden, ligningerne for y lig hinanden og ligningerne for z lig
hinanden.

2u=1+s+3t

—u =1+ 2s
l+u=2+t

Vi starter med at isolere en af parametrene i en af ligningerne. Lad os isolere u i den tredje ligning
u=24+t—1=1+1

Dette saetter vi nu ind pa u’s plads i de andre ligninger
2(14t)=1+s5+3t

—(14t)=1+2s
Nu star vi med to ligninger med to ubekendte. Vi isolerer s i den gverste
s=2(1+¢)—1-3t=2+2t—-1-3t=1—-1t¢
Dette satter vi nu ind pa s’s plads i den anden ligning
—(14t)=1+2(1-1)
—1—-t=1+4+2-2¢
—t+2t=1+2+1
t=4
Nu ved vi at t=4, og vi kan indsatte dette i udtrykkene for u og s
u=14+t=14+4=5

s=1—t=1-4=-3
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Nu indseetter vi enten u-veerdien i linjens parameterfremstilling eller s- og t-veerdierne i planens pa-
rameterfremstilling. Lige meget i hvilken vi indseetter, nar vi frem til skaeringspunktet. Vi indsaetter
u=>5 i linjens parameterfremstilling

T 0 2 045-2 10
yl=(o)l+5-[-1]=(0+5-(-1)] =|-5
z 1 1 1+5-1 6

Altsa skeerer linjen planen i punktet (10, -5, 6).

2.14 Skeering mellem planer

Hvis man har to planer, kan de ligge pa tre forskellige mader i forhold til hinanden.

e Hvis de to planer er ens (deres normalvektorer er parallelle, og de har et faelles punkt), sa skeerer
de hinanden over hele planen.

e Hvis de to planer er parallelle (deres normalvektorer er parallelle, men de har ingen feelles punk-
ter), sa skeerer de to planer ikke hinanden.

e Hvis de to planers normalvektorer ikke er parallelle, vil planerne skaere hinanden i en linje.

alle punkter i .
planerne er 0 skeringer

skaeringspunkter

planerne skeerer
hinanden i en linje

Man starter med at undersgge om planerne er parallelle. Det ggr man ved at undersgge om deres
normalvektorer er parallelle. Man krydser de to normalvektorer med hinanden. Hvis krydsproduktet
giver nulvektoren, er de parallelle. (Hvis den ene (eller begge) planer er givet ved parameterfrem-
stilling, finder man planens normalvektor ved at krydse dens to retningsvektorer med hinanden).
Hvis planerne er parallelle, undersgger man om de er sammenfaldende eller ej. Man undersgger
om det faste punkt fra den ene plan ligger i den anden ved at indssette i dens ligning. (Hvis en
eller begge planer er givet ved parameterfremstilling kan man tage det faste punkt fra den ene og
indseette pa venstresiden af den anden. Sa lgser man to af ligningerne med to ubekendte. De fund-
ne parameterveerdier indsaettes sa i den tredje ligning. Hvis den er opfyldt, ligger punktet i begge
planer).

Hvis planerne ikke er parallelle, skeerer de hinanden i en linje. Vi beviser fgrst, at krydsproduktet
af de to planers normalvektorer udggr en retningsvektor for skeeringslinjen.

2.14.1 Begge planer er givet ved ligninger

Hvis begge planer er givet ved ligninger, finder man skeeringslinjen ved fglgende fremgangsmade.
Forst krydser man de to normalvektorer med hinanden. Deres krydsprodukt er retningsvektoren for
skeeringslinjen. Dernaest skal man finde et punkt pa linjen. Det ggr man ved at saette et fast tal ind
i stedet for en af de variable (typisk z=0) og lgse de to ligninger med to ubekendte. Derved vil man
opna et punkt der ligger pa skeeringslinjen.
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Nu kan man sammensaette det i en parameterfremstilling
Lad os illustrere med et eksempel.

a: z—3y+z2z—1=0

B: 2x—by—2z24+4=0

Vi afleeser normalvektorerne ud fra ligningerne

1 2
o= 1|-3], W= |-5
1 -2

Skaeringslinjens retningsvektor er krydsproduktet af de to normalvektorer

1 2
?zﬁaxﬁﬁz -3 X -5 =
1 -2
-3 -5
1 -2
AN
1 2
-3 -5
11
= 4
1

Nu seztter vi z=0 i de to ligninger
z—3y+0-1=0

20 —5y—2-0+4=0
Vi Igser de to ligninger med to ubekendte ved substitutionsmetoden
r—3y—1=02=3y+1
2By+1)—5y+4=06y+2—-5y+4=0y+6=0y=-6
x=3-(-6)+1=-1841=-17

Nu har vi punktet (-17, -6, 0) som ligger pa skeeringslinjen. Skeaeringslinjen har derfor parameter-
fremstillingen

T —17 11
l: yl=1|-6]+¢t-| 4
z 0 1
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2.14.2 En plan er givet ved ligningen, den anden ved parameterfremstilling

Hvis den ene plan er givet ved ligning og den anden ved parameterfremstilling, sa finder man
skeeringslinjen pa folgende made.
Forst indsesetter man hver enkelt koordinatfunktion fra parameterfremstillingen i den anden plans
ligning. Dernaest isolerer man den ene parameter. Dette indssetter man sa igen i parameterfremstil-
lingen, hvorved man kan reducere til linjens parameterfremstilling.
Lad os se pa et eksempel:

a: 22—y+32=0

x 1 2 -1
g yl=(1]+s- 10| +t-[ 3
z 0 1 2

Vi kan omskrive parameterfremstillingen til de tre koordinatfunktioner

r=142s—1
y=1+4+3t
z=s+2t

Disse indseetter vi nu i ligningen og isolerer den ene parameter
20 +2s—¢t) —(1+3t) +3(s+2t) =0
244s—2t—1—-3t+3s+6t=0
1+7s+t=0
t=—-1—-"7s
Nu indsaetter vi dette pa t’s plads i de tre koordinatfunktioner
r=1+2s—(-1—-7s)=14+2s+14+7s=2+09s
y=1+3(-1-78)=1-3—-21s=-2—21s
z=854+2(-1—-7Ts)=s5s—2—14s=—-2—13s

Vi kan nu skrive det om til en parameterfremstilling

T 2 9
yl=-2]+s-[|-21
z -2 —13

2.14.3 Begge planer er givet ved parameterfremstillinger

Hvis begge planer er givet ved parameterfremstillinger vil vi anbefale, at man omskriver den ene til
en ligning (man kender allerede et fast punkt, og som normalvektor kan man bruge krydsproduktet
af de to retningsvektorer. Laes evt. mere her). Nu har man den ene plan som ligning og den anden
som parameterfremstilling, og man kan saledes bruge metoden ovenfor.

Der findes ogsa en metode, hvor man ikke behgver omskrive til ligning, men den er relativt indviklet,
sa den vil vi forbiga her.
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2.15 Afstand mellem punkt og plan

Hvis man har oplyst et punkt Py (x1, y1, z1) og en plan «: ax+by+cz+d=0, sa er afstanden mellem
dem givet ved formlen
b d
dist(a, Py) = 1981 £ + ez £ d]
Va2 + b+ 2

Den afstand, man maéler, er den vinkelrette afstand mellem punktet og planen.

Laeg meerke til, hvordan formlen minder om afstanden mellem en linje og et punkt i 2D.

2.15.1 Hvad hvis planen er givet ved parameterfremstilling?

Hvis planen er givet ved parameterfremstilling, omregner man den til en ligning.

Man kender allerede et fast punkt, og man kan udregne en normalvektor ved at krydse de to ret-
ningsvektorer med hinanden.

Nar man har omregnet planen fra parameterfremstilling til ligning, kan man bruge formlen ovenfor.

2.16 Projektion af punkt pa plan

Hvis man har et punkt og en plan, kan man gnske at projicere punktet ned pa planen. Projektionen
svarer til det punkt i planen, man rammer, hvis man beveeger sig vinkelret fra punktet ind mod
planen.
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2.16.1 Hvordan finder man projektionen

Nar man gnsker at finde koordinatsaettet for projektionen af et punkt pa en plan, gor man det i
flere trin.

Forst konstruerer man en linje, der star vinkelret pa planen og som gar gennem punktet.

Dernaest finder man skaeringspunktet mellem planen og linjen. Skeeringspunktet er projektionen.

. G W

Pa

T

Det er let at konstruere en linje gennem punktet som star vinkelret pa planen. Man bruger planens
normalvektor som retningsvektor for linjen (sa sikrer man sig at linjen er vinkelret pa planen) og
man bruger punktet som det faste punkt pa linjen.
Skaeringspunktet mellem linjen og planen finder man pa den made, der er beskrevet i afsnittet om
skeeringer mellem linjer og planer.
Lad os se pa et eksempel.

a: 3r—y+42+26 =0P(1,2,3)
Vi gnsker at projicere P ind pa «. Vi aflaeser koordinaterne for planens normalvektor ud fra dens
ligning

3

Denne bruger vi som retningsvektor for linjen, [, gennem P og vinkelret pa a.
Vi kan altsa skrive linjens parameterfremstilling op saledes:

T 1 3
l yl=12]+t-|-1
z 3 4

Man kan ogsa skrive parameterfremstillingen op som de tre koordinatfunktioner

r=143t
y=2-—1t
z=34+4t

Nu skal vi finde skaeringspunktet mellem linjen og planen. Det ggr vi ved at sezette koordinatfunk-
tionerne ind i planens ligning

3(L+3t)—(2—t)+4(3+4t)+26=0

S3+9t—-24+¢t+124+16t+26 =0

26t +39=0
-39

t=—"=-1
26 5
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Nu har vi fundet ud af, at skeeringspunktet findes, nar t= -1,5.
Vi indsaetter denne t-veerdi i linjens parameterfremstilling for at se, hvilket punkt, det svarer til.

T 1 3
yl=12]+(-1,5) -1] =
z 3 4
1-1,5-3 1—-4,5 —-3,5
=12-15-(-1)]|=(2+1,5| =1 3,5
3—1,5-4 3—6 -3

Altsa er projektionen af punktet pa planen

P, = (—3.5, 3.5, —3)

2.17 Kuglen

Ligesom man i 2D arbejdede med cirkler, arbejder man i 3D med kugler. Nar man siger, at et punkt
ligger pa en kugle, betyder det, at punktet ligger pa kugleskallen (og altsa ikke indeni kuglen).
Kuglens ligning er givet ved

(—a)®+(y—b)’+(z—c)* =1

hvor (a, b, ¢) er kuglens centrum, og r er kuglens radius.
Man kan aflaese kuglens centrum og radius ud fra ligningen.
For eksempel har kuglen med denne ligning

(x -2+ (y+3)?2+(z—-1)*=64

radius 8 og centrum i punktet (2, -3, 1) (veer opmeerksom pa fortegnene!).

2.17.1 Omskrive kuglens ligning

Det er ikke altid, man far kuglens ligning givet pa formen ovenfor. Nogle gange er parenteserne
ganget ud (ved hjelp af kvadratsetningerne). I det tilfeelde kan man ikke direkte afleese centrum
og radius.

I dette afsnit skal vi se, hvordan man omformer tilbage til standardformen, sa man kan aflaese cen-
trum og radius direkte. Metoden man bruger, kaldes kvadratkomplettering, og vi har tidligere brugt
den til at lgse andengradsligninger.

Lad os illustrere metoden med et eksempel.

Vores kugle er givet ved

2?2+ yP 4+ 22460 —2y+ 42 =2

Det forst vi gor er at rykke rundt, sa vi samler hhv x’erne, y’erne og z’erne

2464yt -2+ 22 +42=2

Nu er tricket at samle leddene med x’erne vha. en kvadratszetning. Vi kan se, at det ene tal i pa-
rentesen ma veere x. Vi betragter 6x som det dobbelte produkt (2*3*x). Derfor ma det andet tal i
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parentesen vaere 3. Fgr vi kan samle det, kraever det dog, at vi leegger 32 til pa begge sider.

22432462 49° -2+ 22+ 42 =243

Nu kan vi samle de fgrste tre led vha. en kvadratseetning
(x+3)* +y? =2y + 22 +42 =243

Nu ggr vi det samme med y-leddene. -2y er det dobbelte produkt (2*(-1)*y). Derfor ma tallene i
parentesen vaere y og -1. Derfor laegger vi (-1)? til pa begge sider.

(x+3)2+y* +(—1)? =2y + 22 +42=2+43%+ (—1)?
Nu samler vi y-leddene ved brug af kvadratsstningerne
(x+3)2+(y— 1) +22+42=2+32+ (1)

Til sidst ger vi det samme med z-leddene. 4z er det dobbelte produkt (2*2*z). Sa tallene i parentesen
ma veere z og 2. Vi laegger 22 til pa begge sider.

(z+3)°+(y—1)2+22+22 +42=243% 4 (—1)* + 2?
Nu samler vi ved hjeelp af kvadratssetningerne
(+3)°+ @y -1+ (2+2° =243+ (-1)* +2?
Hvis vi regner hgjresiden ud, star vi med ligningen
(z+3)°+(y—1)2+(z+2)*=16

Nu har vi omformet til standardformen og kan aflaese kuglens centrum til (-3, 1, -2) og radius til 4.

2.18 Skering mellem plan og kugle

Hvis man har givet en plan og en kugle, kan man veere interesseret i at finde ud af, om de to objekter
skeaerer hinanden.

For at afggre om de skeerer hinanden, finder man afstanden mellem kuglens centrum og planen.
Dette ggres ved hjelp af formlen for afstand mellem et punkt og en plan.

Man skal holde tungen lige i munden, for man plejer bade at kalde kuglens centrum og koefficien-
terne i planens ligning for a, b og c. For at skelne kalder vi derfor kuglens centrum for

C(kla kQa k3)

Vi finder altsa afstanden mellem centrum og plan ved formlen

_ \akl + bko + cks + d|

Y N B
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Nar man har fundet afstanden, sammenligner man med radius. Der er nu tre muligheder

dor d=r der
ingen skeeringer 1 roringspunkt 1 skeeringscirkel

Hvis der kun er et rgringspunkt, er planen en tangentplan til kuglen. Hvis planen og kuglen skaerer
hinanden, vil det altid veere i en cirkel. Der findes en formel for, hvordan man udregner ligningen
for skeeringscirklen, men den er relativt kompliceret, sa den springer vi over her.

2.19 Skeering mellem linje og kugle

Hvis man har en linje og en kugle i rummet, kan man vzere interesseret i at finde ud af, om de
skaerer hinanden.

Man finder frem til eventuelle skeeringspunkter ved at indseette koordinatfunktionerne fra linjens
parameterfremstilling i kuglens ligning.

Dette vil give en andengradsligning, hvor t er den ubekendte.

Man beregner andengradsligningens diskriminant, og der er tre muligheder

\
N )
o " 9 G

d<0 d=0 d>0
ingen skaeringer et reringspunkt 2 skeeringspunkter

Hvis d < 0, kan man finde frem til skeeringspunkterne ved forst at lgse andengradsligningen, og
dernaest indsatte de fundne t-veerdier i linjens parameterfremstilling. Dermed vil man finde frem
til reringspunkt /skeeringspunkter.

Lad os tage et eksempel

Vores kugle har r=4 og C(-1, 2, 0). Dens ligning er

K:(x+1)?+(y—2)2+2*>=16

Vores linje har parameterfremstillingen

T 1 1
l yl=11]+t-12
Z 3 1
Vi skriver hver enkelt koordinatfunktion op
r=1+t
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y=1+2t
z=3+1
Nu seetter vi disse ind i kuglens ligning
(A+t)+1)*+((1+2t) —2)*+(3+1)* =16
(t+2)* 4+ (2t — 1)? + (t + 3)* = 16
(2444 4t) + (42 +1 —4t) + (> + 9+ 6t) = 16
6t + 6t + 14 = 16
6t> +6t—2=0
Vi finder diskriminanten for andengradsligningen
d=0*—4ac=6%—4-6-(—2) =36 +48 = 84

Da diskriminanten er stgrre end 0, er der to skzeringer mellem kuglen og linjen.
Vi lgser andengradsligningen

t_—biﬁ_—ﬁi\/s4N—6i9,17
T 2 2.6 12
t1 = 0,26 to =~ —1,26

Ved at indseette disse t-veerdier i linjens parameterfremstilling, nar vi frem til skeeringspunkterne.

1 1 1,26 1 1 —0,26

_> ) H b

oP,=[1]+026 |2|=|152|0P=(1]-1,26-[2]=[-1,52
3 1 3,26 3 1 1,74

Altsa har vi, at P1(1.26, 1.52, 3,26) og P5(-0.26, -1.52, 1.74) er de to skaeringspunkter mellem kuglen
og linjen.
Kuglen og linjen fra eksemplet er tegnet her
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2.20 Tangentplan til kugle

Ligesom en cirkel i hvert punkt har en tangentlinje, sa har en kugle i hvert punkt en tangentplan.
En tangentplan er altsa en plan, der rgrer kuglen i ét (og kun ét) punkt.

Man kan forestille sig tangentplanen som et stykke karton, der ligger op ad en fodbold.

I opgaver bliver man tit bedt om at bestemme en ligning for tangentplanen i et kendt punkt pa
kuglen.

Vi husker pa, at man for at kunne opskrive en ligning for en plan skal kende et fast punkt i planen
samt en normalvektor for planen. Som punktet, kan man bruge det punkt, man har faet opgivet,
som altsa ligger bade pa kuglen og i tangentplanen (rgringspunktet). Sa mangler man altsa bare en
normalvektor. Vektoren, der starter i det kendte punkt pa kuglens overflade og slutter i centrum af
kuglen vil veere vinkelret pa tangentplanen. Derfor kan vi bruge den som normalvektor.

Lad os se pa et eksempel.

Vores kugle har ligningen

K: (x+22+@y-1)*+(+1)*=9
og punktet
P(—4,3,0)

ligger pa kugleskallen (man kan tjekke efter, at P rent faktisk ligger pa kugleskallen ved at indsaette
det i kuglens ligning og se, om den er opfyldt).

Vi gnsker at bestemme en ligning for kuglens tangentplan i punktet P.

Vores faste punkt i planen er P.

Vores normalvektor er vektoren fra P til C.

Vi afleeser fra kuglens ligning, at centrum har koordinaterne C(-2,1,-1).

Nu udregner vi normalvektorens koordinater

—9— (—4) 2
7=PC=| 1-3 |=/[-2
1-0 1

Til sidst skal vi bare satte ind i formlen for planens ligning.
a(z —x0) +b(y — yo) + (2 — 20) =0
20— (4) + (=2)(y —=3) + (-1)( = 0) =0
20c+4)—2(y—3)—2=0
20 4+8—-2y4+6—-—2=0
20 -2y —2+4+14=0

Og dette er sa ligningen for tangentplanen til kuglen i punktet P.
Nedenfor er indtegnet kuglen, planen og normalvektoren fra eksemplet ovenfor.

(©Matematikcenter Se mere pa webmatematik.dk Side 46


http://www.webmatematik.dk/

Matematik
CGﬂtGI’ A—niveau

3 Trigonometri

3.1 Radianer

Vi har veeret vant til at male vinkler i grader. I dette tilfeelde er der 360 grader rundt pa en cir-
kel. I mange tilfeelde kan det veere nyttigt at male vinkler i radianer. Skal man f.eks. differentiere
de trigonometriske funktioner, kan det kun lade sig ggre, hvis man maler vinklerne i radianer. En
vinkels radiantal er defineret som forholdet mellem vinklens buelsengde og cirklens radius.
buelzengde

vinkel i1 radianer = :
radius

buelaengde

Man kan bruge fglgende formler til at omregne fra henholdsvis grader og radianer:

v

= -2
= 3600 T
x (e]

v = 5360

Her er tegnet en enhedscirkel med de vigtigste vinkler tegnet ind
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5_71' =150

6 =
w = 180 N
7_7l‘ = 210°
6 =
3.2 Overgangsformler

cos(x + 2m) = cos(x) (28)
cos(—z) = cos(x) (29)
cos (5 — x| = sin(z) (30)
cos(m — ) = — cos(x) (31)
cos(m + ) = — cos(x) (32)
sin(x + 27) = sin(x) (33)
sin(—z) = —sin(x) (34)
sin (5 — ) = cos(z) (35)
sin(m — ) = sin(z) (36)
sin(m + ) = — sin(x) (37)
tan(z + 27) = tan(x) (38)
tan(—x) = — tan(z) (39)
tan (5 ) = tanl(z) (40)
tan(r — z) = —tan(x) (41)
tan(m + ) = tan(z) (42)
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3.3 Additionsformlerne

For lommeregnerens tid, kunne det vaere besveerligt at udregne veerdier for de trigonometriske
funktioner.

Et nyttigt redskab til at bestemme sadanne vinkler var additionsformlerne. Hvis man skal finde
cosinus eller sinus til en vinkel, kan man splitte vinklen om til en sum af to vinkler, som man kender
cosinus- og sinusveaerdierne for, og bruge dette til at bestemme cosinus- eller sinusvaerdien for denne
vinkel.

Additionsformlerne er

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z)

sin(z — y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x)
(

tan .T) + tan(y)
tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)
tan(z —y) = ) )

1+ tan(z) tan(y)

Lad os se, hvordan vi kan anvende dem i praksis

Vi gnsker at beregne
3T
— | =777
cos ( 3 )

cos 3—7T = COS (7T+ z)
2 ) 2

Nu kan vi bruge den gverste af de fire additionsformler
cos Cal cos ( + I) = cos(m) cos (z) — sin(7) sin (E)
g ) T R\TT ) TR 2 2

cos(m) = —1, cos (g) =0, sin(w) =0, sin (g) =1

(tjek selv veerdierne efter ved at tegne vinklerne ind i enhedscirklen, og aflees cos- og sinveerdierne).
Nu er der bare tilbage at saette ind

COS(%;) = cos (7 + 5 ) = cos(r) cos () —sin(m)sin (7 )

=-10-0-1=0

Vi kan dele det op sa

Vi ved at

Et andet eksempel er, at vi gnsker at beregne

5%
in|— | =777
()
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Vi omskriver til
. 5 . ( 7r>
sin|{ — ) =sin(7— =
6 6

Vi omskriver nu ved hjeelp af den fjerde additionsformel
i () = in e 5) s ) - n (]
Sin 6 =s8m |7 6 = SINn|(7) Cos 6 Sin 6 COoS(T

% rad = 30°

Vi husker at

og derfor ved vi, at

cos (%) = @ sin (Z) _1 cos(m) = —1, sin(m) =0

Nu er det bare at satte ind i formlen

3.4 Dobbeltvinkelformlerne

Ligesom additionsformlerne er ogsa dobbeltvinkelformlerne brugbare, nar man skal regne trigono-
metriske funktioners veerdier ud uden brug af lommeregner.

Faktisk er dobbeltvinkelformlerne et szertilfeelde af additionsformlerne, hvor de to vinkler man laeg-
ger sammen bare er ens.

Dobbeltvinkelformlerne ser saledes ud

cos(2x) = cos?(z) — sin?(x)
sin(2x) = 2sin(x) cos(x)

Lad os se, hvordan de kan anvendes.

Vi ved at
cos (%) = g, sin (%) = %

sin (5) — 779
3

Vi omskriver ved hjeelp af dobbelvinkelformlerne

sin (g) = sin (2 . %) =2-sin (%) cos (%) (43)

Vi gnsker at beregne

Il
DO

[ %
[ %

N[ =
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4 Infinitesimalregning

4.1 Differentiation af sammensat funktion

Vi har tidligere set, hvordan man differentierer simple funktioner, hvordan man differentierer en
sum af funktioner, en differens af funktioner samt et produkt eller en kvotient af funktioner. Vi
kan dermed naesten differentiere alle differentiable funktioner. Det eneste, vi mangler, er, at kunne
differentiere sammensatte funktioner. Nar vi har dette veerktgj pa plads, findes der ikke en eneste
differentiabel funktion, som vi ikke kan differentiere.
Reglen til at differentiere en sammensat funktion er

(f(g(x))) = f'(g(x)) - g'(x)

Med ord, ville det lyde: "man differentierer en sammensat funktion ved at differentiere den ydre
funktion med den indre urgrt, og gange med den indre funktion differentieret”. Reglen kaldes nogle
gange for 7 kedereglen” .

Lad os lige gennemga nogle eksempler. Vi gnsker at differentiere

h(z) = sin(3z + 2)

h er sammensat af
y(z) = sin(x), i(x) =3x+2

Vi starter med at differentiere den ydre funktion.
y'(x) = cos(z)
sa indseetter vi den indre urgrt pa x’s plads
y'(i(z)) = cos(3z + 2)

Dernaest differentierer vi den indre
i'(z) =3

og dette skal vi sa gange pa.
I alt far vi altsa:

R (x) = cos(3x +2) -3
4.2 Integration ved substitution

En af de vigtigste metoder til integration er integration ved substitution.

4.2.1 Hvornar kan integration ved substitution bruges?

Nar integranden (indmaden i integralet) indeholder et produkt af funktioner, og nar en af dem er
sammensat. Det er ikke i alle disse tilfeelde, det vil virke, men ofte er det et forsgg veerd.
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4.2.2 Hvad er integration ved substitution?

Integration ved substitution er egentlig folgende formler

[ @) gwydo= [ 10 ar

b g(b)

[ sy gwar= [ Cpoa o= gt)
a gla

Formlerne ser meget uoverskuelige ud. Imidlertid er metoden ikke sa vanskelig i praksis. Vi illustrerer

den ved hjelp af nogle eksempler.

Vi gnsker at udregne fglgende integral

z-e” dx
Vi ser, at der bade er tale om et produkt af funktioner, og at den ene er sammensat. Derfor prgver
vi os frem med integration ved substitution.

Det forste, man ggr, er at finde den indre funktion i den sammensatte funktion.
I vores tilfselde er det x2. Vi kalder den indre funktion for t.

2

t==x
Nu differentierer vi t: "
— =2z
dx

venstresiden er bare et symbol, der betyder, at vi har differentieret t med hensyn til variablen x.
Imidlertid lades vi som om, at symbolet er en brgk og isolerer dx.

1
dr = —dt
2z
Nu satter vi t ind i integralet samt det nye udtryk for dx.

1
/x~e$2dx:/x~et.—dt
2x

Til sidst skal vi reducere integranden, og udfgre integrationen.

1 1 1
T T A PR
/xe 5 dt—/Qe dt—Qe +c

Som rosinen i pglseenden substituerer vi den indre funktion tilbage ind pa t’s plads.
1
/x~e””2 dr = 56302-1-0

4.2.3 Opsamling
e Find den indre funktion og kald den t

e Differentier t, dvs. find dt/dx
o Isolér dx

e Indszt nu t samt udtrykket for dx i integralet
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e Tilbage-substituer den indre funktion pa t’s plads.

Hvis der er tale om et bestemt integral, skal man huske at integrationsgreenserne ogsa skal substi-
tueres.
Lad os regne fglgende eksempel med et bestemt integral

i

/0 ¥ (sin())? cos(x) do

Vi ser, at sin(x) er den indre funktion.

t = sin(x)
Vi differentierer t.
dt (2)
— = cos
dz
Vi lades som om symbolet til venstre er en brgk, og isolerer dx.
1
de = ——
cos(x)

Nu skal vi finde de nye integrationsgraenser. Det ggr vi ved at szette de gamle grazenser ind i den
funktion, vi substituerer ud (i vores tilfaelde sin(x)).

sin(0) =0
sm9:1

Nu saetter vi t og udtrykket for dx samt de nye graenser, ind i integralet

1

cos(x) dt

/0’2’ (sin(z))? - cos(x) dox = /01 t3 - cos(z) -

Vi ser, at cos(x)’erne gar ud med hinanden.

1 1 1
1 1 1 1 1
/ﬁ@mmo ﬁ:/ﬁﬁ:;ﬁ =-.1t——.0t=2
0 cos(x) 0 4 1, 4 4 4

f(x) = (sin(z))®cos(z)

Arealet markeret pa figuren er altsa i.
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4.3 Differentiation af trigonometriske funktioner

Pa B-niveau sa vi hvordan man differentierede forskellige funktioner. Til den liste kan vi nu tilfgje
de trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens.

Husk, at nar man differentierer eller integrerer de trigonometriske funktioner, sa SKAL man regne
i radianer. Hvis du bruger en lommeregner til at differentiere for dig, sa sgrg for, at den er indstillet
til at regne i radianer.

I forste sgjle har vi funktionerne, i anden sgjle har vi de afledede funktioner, altsa differentialkvo-
tienterne. I tredje sgjle har vi stamfunktionerne.

f(x) flz) | F(x)
sin(@) | cos(x) | —cos(x)+ec
cos(z) | —sin(z) | sin(x)+ec
tan(z) | 1+ tan2(z) | —In(cos(x)) + ¢

4.4 Partiel integration

Som neevnt i sidste afsnit er det ikke muligt at komme med en fremgangsmade til at lgse alle
integraler. Alligevel har vi nogle veerktgjer, nogle metoder, vi kan prgve os frem med for at lgse
integraler. Partiel (eller delvis) integration er en af disse metoder.

Man bruger partiel integration, nar integranden (indmaden i integralet) er et produkt af funktioner.
Den formel, man bruger, nar man integrerer partielt er:

/ f(@)g(z) dz = f(2)G(z) - / f(2)G(x) da

/ f(@)g(x) dz = [f(2)G(x)]t - / f(2)G(x) da

Man kan selv veelge, hvilken af de to funktioner, man vil differentiere og hvilken man vil integrere.
Dette valg er vigtigt for, om det bliver et paenere eller et grimmere integral, man ender ud med efter
den partielle integration.

Et hint er, at hvis der er en funktion af formen x eller x”, sa skal man velge at differentiere den.
Vi tager et eksempel med et ubestemt integral

/295 - cos(z) dx

Vi vaelger at det er 2x, der skal differentieres, mens cos(x) skal integreres.
Vi starter med at skrive de fire stgrrelser op:

f(z) =2z, g(x)=cos(z), f'(r)=2, G(z)=sin(x)

Nu saetter vi dem ind i formlen

/Qx cos(z) dx = 2z - sin(x) — /2 -sin(x) dx
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Det integral, vi har pa hgjre side kan vi sagtens udregne.

/23: cos(z) dx = 2z - sin(x) — /2 -sin(x) dx
=2z -sin(x) — 2+ (—cos(z)) + ¢ = 2z - sin(z) + 2 cos(z) + ¢

Vi tager ogsa et eksempel med et bestemt integral, hvor vi skal bruge partiel integration 2 gange,
for det giver noget resultat.
1
/ z2e
0

z/2

(S

dz

Vi veelger, at vi vil differentiere x? og integrere e
fl@)=2a* g(z)=e?, f'(z)=2z, G(z)=2e*

Nu saetter vi ind i formlen

1 1 1
/ et dx = [z - 2e2]} — / 21 - 2e% dx = [22%e2]} — / da - e? dx
0 0 0

Det integral, vi er naet frem til pa hgjre side, kan vi endnu ikke udregne. Derfor bruger vi partiel
integration endnu engang.

h(z) =4z, k(z)= es, B (x)=4, K(z)= %¢3

Vi indsaetter i formlen og far

1 1
[23326%](1) — / 4g-e? do = [21‘26%](1) — ([437 . 26%](1) — / 4.23 d:c)
0 0
Det sidste integral bestar kun af en enkelt funktion, og den kan vi sagtens integrere.

Alt 1 alt far vi: ) )
/ z?e? do = [22%e2]) — ([4ac 2e2]} — / 4-2e? dx)
0 0
= [22%e2]} — [8z - 2]} + 16e2]}
=(2-1-e2-2-0-€")—(8-1-e2 —8-0-¢°) + (162 — 16¢°)
=27 — 82 + 16e2 — 16 = 10e2 — 16 = 10y/e — 16

4.5 Omdrejningslegemer

Et omdrejningslegeme (eller et rotationslegeme) er den tredimensionale figur, man far, hvis man
roterer en funktion 360 grader rundt om x-aksen. Det er vigtigt, at funktionen er kontinuert, og at
den kun har positive veerdier.

Man kan beregne volumen af omdrejningslegemet ved hjalp af fglgende formel

b
V:w-/ (f(x))2 dx
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5 Differentialligninger

5.1 Hvad er differentialligninger?

En differentialligning er kort og godt en ligning, hvor der indgar en differentieret funktion som en
af de ubekendte.

5.1.1 Partikulaer lgsning og fuldstaendig lgsning
Lad os se pa en meget simpel differentialligning
y =5
Ved at integrere pa begge sider, far vi, at
y=f(z) =5
er en lgsning til differentialligningen. Men
y=f(x) =5x+8

er ogsa en lgsning til differentialligningen.

Disse to lgsninger, kalder man partikulere lgsninger. Der er nemlig uendeligt mange Igsninger til
differentialligningen, og disse to er blot nogle af lgsningerne.

Den fuldstendige lgsning pa differentialligningen ville veere

y=f(z) =5z +c¢ ceR

Ved at indsaette forskellige tal pa ¢’s plads, finder man de partikulzere lgsninger.

Ofte vil en opgave stilles med en startbetingelse, der afggr hvilken af de partikulsere lgsninger, man
er pa udkig efter.

F.eks.

y =5 y@2)=4
Forst finder vi den fuldsteendige lgsning
y=f(x) =5 +c

og sa finder vi den partikulaere lgsning ved at indseette punktet (2,4) i ligningen og isolere c.

4=5-24ce (46)
4=10+c e (47)
¢ = —6. (48)

Altsa er lgsningen til den givne opgave

y=fl&)=52-6

(©Matematikcenter Se mere pa webmatematik.dk Side 56


http://www.webmatematik.dk/

Matematik
CGntGI' A—niveau

5.2 Ggre prgve

Ofte bliver man ikke bedt om at finde en lgsning til en differentialligning, men bliver i stedet prae-
senteret for en funktion og spurgt om den lgser differentialligningen.

Metoden til at bestemme dette kaldes ”at ggre prgve”.

Den gar simpelthen ud pa at indsaette funktionen pa hhv. venstre- og hgjresiden og se om det giver
det samme.

Eksempel Vi gnsker at undersgge om ligningen
J(x) = 2%

er en lgsning til differentialligningen
y' = 16y.

Forst differentierer vi f.
fl(x) =16-2-'%" = 32¢1%%

Fgrst udregner vi venstresiden.
Vi f(x) =327

og sa udregner vi hgjresiden
H: 16- f(z) = 16-2¢'0% = 32¢107
——
flx)

Da hgjre- og venstresiden er ens, betyder det, at funktionen f er en lgsning til differentialligningen.

5.3 Lgsninger til differentialligninger

Herunder fglger et skema over forskellige differentialligninger og deres fuldsteendige lgsninger.
I de naeste par afsnit vil vi ga mere i dybden med nogle af de forskellige typer. Dette skal altsa mest
ses som en oversigt.
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differentialligning | fuldsteendige lgsning
y=k y=k-z+ec

y' = h(z) y= [ h(z)de

v =k-y y=c-ekv
y'=b—ay y=24c.e®

_ _ M
v =ay-(M-y) | V= eoparrs

Y +a(x) y=>bx) |y=e 4. [b(x) A dz +c. e 4@

Skemaet skal forstas pa den made, at ¢ er en konstant, som afhsenger af hvilken begyndelsesbetin-
gelse, vi har faet (se evt. afsnittet om partikuleere og fuldsteendige lgsninger)

I den nederste linje er a(z) og b(x) to funktioner, der athsenger af x (dvs. der kun indgar faste tal
og x’er i udtrykkene). A(z) skal forstas som en (vilkarlig) stamfunktion til a(x).

5.4 Inhomogene linezxre fgrsteordens differentialligninger
Den absolut sveereste differentialligning, du kommer til at mgde i gymnasiet er af formen
y' +alx) -y =0b(x)

Den kaldes en inhomogen lineer forsteordens differentialligning. Inhomogen hentyder til, at hgjresiden
er forskellig fra 0. Ordenen af differentialligningen er den hgjest afledede (her y’, men i en andenor-
dens differentialligning ville y” ogsa optreede).

Losningen til den inhomogene linezre forsteordens differentialligning er
y = f(z) = e A@. / (b(z) - €A®)) da 4 ce= AW

Hvor A(x) er en vilkarlig stamfunktion til a(x).

Problemet med lgsningsformlen er, at integralet kan veere sveert at udregne. Det er ikke altid, det
overhovedet lader sig gore. Men i visse tilfselde kan vi udregne det og na frem til differentiallignin-
gens lgsninger.

Her kommer et eksempel pa linezere inhomogene fgrsteordens differentialligninger og deres lgsninger.
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Eksempel 1
y' 4 423y = 1623

Vi ser forst, at
a(z) = 423

og vi udregner stamfunktionen

Nu indsaetter vi i lgsningsformlen
y=f(z)= e /(161’36”04) dz + ce™™"

For at udregne integralet, bruger vi integration ved substitution

Vi saetter
t =
dermed bliver i@t ;
. =4z
dt = 42dx
4dt = 16z3dx

Dette saetter vi nu ind i integralet.

y=f(x)= e /(163:369”4) dz +ce ™ = e /4et dt + ce™™"

_ 4 _ 4
=e % det +ce7®

Nu mangler vi bare at substituere tilbage og reducere en smule.

y=f(z)= e el + e = e 4™ 4o

4_ 4 .4 .4 .4
=46 " e =4 4 e =44 ce "

5.4.1 Specialtilfeelde

Mange af de gvrige differentialligninger, vi har beskaeftiget os med, er specialtilfeelde af den inho-
mogene linezere forsteordens differentialligning.
Hvis funktionerne a(x) og b(x) begge er konstante, sa bliver vores differentialligning

v +a-y=>

og hvis vi omformer den, far vi
Yy =b—a-y

som er differentialligningen for forskudt eksponentiel vaekst, med lgsningen
b —ax
y=fla) = +ee
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Hvis a er konstant og b(x)=0, far vi
Y +ay=0

hvilket er det samme som
/

y =—ay
som er differentialligningen for eksponentiel vaekst, med lgsningen

ax

y= fla) = ce”

Hvis a(x)=0, og b(x) er en hvilken som helt funktion, far vi

som har lgsningen

5.5 Separation af variable

Separation af variable er en metode til at lgse differentialligninger, hvor y’ er ganget med en funktion,
der har med y at ggre.
Vi taler om differentialligninger pa formen

y' - fly) =g(x)
Nogle eksempler pa denne type differentialligninger er
sin(y) -y’ = 5a*
i -y = cos(x) + 8

cos(x)

(> +7n(y)) -y =

Man kan ogsé veere ude for, at man skal rykke lidt rundt pa differentialligningen for at fa den pa
den rigtige form.
Havde vi f.eks. differentialligningen

ew

y':y3~x2

s& kunne vi rykke y3 hen pa venstre side (ved at dividere med det pa begge sider af lighedstegnet).
Sa ville vi fa denne ligning:

i a2

g e

Her er f(y)=1/y?, og g(x)=x2.

Separation af variable gar ud pa, at man ma integrere pa begge sider af lighedstegnet. Man integrerer
f(y) mht y, og g(x) mht x.

fw) ' =gla) = / fly) dy = / o(z) da

Bemzeerk, at y’ forsvinder, nar vi integrerer.
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5.5.1 Eksempler

Eksempel 1 Vores differentialligning er
vy =322+ 5

Her er f(y)=y? og g(x)=3x>+5
Nu ma vi integrere venstresiden (panser y’) mht y og hgjresiden mht x.

/deyz/SxQ—Fde

1

§y3 =23 +5z+c
Man behgver ikke seette en integrationskonstant pa hver side. Det er nok, at seette den pa hgjresiden.
Vi er interesserede i at bestemme y, sa der er stadig lidt arbejde tilbage med at isolere y.

Fgrst ganger vi ligningen igennem med 3.

Vi udregner integralerne og far

y? =323 4+ 15z + ¢
Det er ligegyldigt at gange konstanten med 3, da en konstant ganget med en konstant bare giver

en ny konstant.
Nu tager vi kubikroden (den tredje rod) pa begge sider af lighedstegnet:

y= V33 + 15z +c

og nu har vi vores lgsning.
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