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1 Andengradspolynomium og -ligning

1.1 Diskriminantformlen

En andengradsligning er en ligning pa formen

ar’ +br4+c=0, a#0

Grunden til, at a ikke ma veere 0, er, at sa ville andengradsleddet forsvinde, og vi ville sta tilbage
med en fgrstegradsligning.

Metoden til at lgse andengradsligningen kaldes diskriminantmetoden. Den er inddelt i to skridt.
Forst finder man diskriminanten, d, som er givet ved formlen

d=b—-4-a-c

Nar man har fundet diskriminanten, er der tre muligheder:

Hvis d er negativ (d < 0), sa har ligningen ingen lgsninger

Hvis d = 0, sa har ligningen 1 lgsning

Hvis d er positiv (d > 0), s har ligningen 2 lgsninger

I de tilfeelde, hvor der eksisterer lgsninger, finder man dem ved formlen

e

T 2.q

Tegnet + laeses som ”plus-minus”og det betyder, at ved den ene lgsning skal vi indseette plus, og
ved den anden skal vi indsaette minus.

—b++d
2-a

—b—d
2-a

T = To =

1.2 Kvadratkomplettering

Hvis man ikke er sa god til at huske formler, sa findes der ogsa en anden metode til at lgse anden-
gradsligninger pa, hvor man hverken behgver at huske formel for diskriminant eller x. Til gengaeld
kraever den, at man er steerk i kvadratssetningerne.

Metoden kaldes kvadratkomplettering.

Navnet skyldes, at det gaelder om at lave et ”komplet kvadrat”altsa omdanne venstresiden til noget,
der har med en kvadratseetning at ggre.

Lad os gennemlgbe metoden vha. et konkret eksempel.

Eksempel 1 Lad os prgve at lgse ligningen:

322 — 182424 =0

Det forste man ggr er at rykke ¢ (=24) hen pa den anden side af lighedstegnet.

322 — 18z = —24

Side 4
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Dernaest dividerer vi med a (=3). Man skal huske at dividere alle led med a.

z2 — 6z = —8

Nu kommer det sveere skridt. Man tager tallet foran z (=-6), dividerer det med 2 (sa far vi -3),
szetter resultatet i anden potens (=(-3)2) og laegger det til pa begge sider.

2?24 (=3)? —6x = -8+ (-3)*

Nu kan vi samle venstre side til et "komplet kvadrat”ved at bruge anden kvadratseetning

2?2+ (=3) -6 =2+ (-3 -2-3- 2= (z —3)*

Nu ser vores ligning saddan her ud:

(—3)° = ~8+ (~3)°

og ved at reducere hgjresiden (-8 + 9) far vi

(z—3)?=1

Nu tager vi kvadratroden pa begge sider

r—3==+V1

Det er vigtigt at huske sit plus-minus-tegn foran kvadratroden, for ellers ville man komme til at
miste en af lgsningerne.
Nu er der kun tilbage at isolere x

r—3=4V1

r=3+V1

r=3=%1

Side 5
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1.3 Faktorisering og nulreglen

Hvis man gnsker at lgse ligningen

3-2=0

sa er det klart, at x=0. Hvis vi skal gange et tal med noget og fa 0, sa er vi ngdt til at gange med 0.
Hvis vi i stedet gnsker at lgse folgende ligning

z-y=0

sa er det klart, at enten skal x veere 0, eller ogsa skal y veere 0 (eller ogsa skal de begge to veere
0). Det er det, vi kalder nulreglen. Med ord siger vi: "Hvis et produkt skal veere lig med 0, sa skal
mindst en af faktorerne veere lig med 0”.

1.3.1 Faktorisering af andengradspolynomier

Hvis vi kender rgdderne (nulpunkterne) for et andengradspolynomium, kan vi faktorisere det. I
stedet for at skrive det pa standardformen, kan vi skrive det saledes

f@)=a-(z—r)-(z—-r2)

hvor r1 og ro er de to rgdder.
Grunden til, at faktoriseringen ser sadan ud, er, at vi gerne vil have, at polynomiet giver 0, nar vi
satter en af rodderne ind pa x’s plads. Lad os tjekke om det virker.

fri)=a-(ri—=m1)-(ri—m2)=a-0-(r1 —r2) =0

f(T2):a'(Tz—ﬁ)'(T’z—Tz)=a-(7’2—r1)-0:0

1.3.2 Geaet lgsningerne til en andengradsligning

Man kan bruge faktoriseringsmetoderne til hurtigt at geette sig til lgsningerne af en andengradslig-
ning.

Lad os starte med at se pa de andengradsligniner, hvor a=1.

Sa kan andengradsligningen skrives

O=alx—r)(x—r)=1-(x—r)(x—712) = (x —71)(x — 12)

Hvis vi nu ganger parenteserne ud, far vi

0= (x—r)(x—72) =2% —1ox — 12+ 7172

Side 6
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=% — (r + o)z + 7o

Hvis vi sammenligner med standardformen for andengradsligninger, sa er

b=—(ri+ry) & r+ry=-b

C=T1T2

Vi skal altsa finde to tal, der sammenlagt giver -b, og hvis produkt er c. Sa har vi fundet rgdderne.
Lad os tage et eksempel. Vi skal lgse ligningen

22 4+22-3=0

Da a=1 kan vi bruge reglen ovenfor. De to lgsninger, r1 og r2, skal altsa give -2 (= -b), nar man
laegger dem sammen, og -3 (= ¢), nar man ganger dem med hinanden. Der er selvfglgelig kun ét
talpar, der opfylder det, og det er talparret 1 og -3

1+(=3)=1-3=-2=—b

1-(-3)=-3=c¢

Derfor er rgdderne (dvs. lgsningerne til andengradsligningen) x=1 og x= -3.
Vi kan skrive andengradsligningen

0=(-1)—(=3)=(=—-1)(z+3)

Hvis vi ganger disse parenteser ud, far vi vores oprindelige ligning.

1.3.3 Geet Ilgsningerne, hvis a ikke er 1

Hvis man gnsker at gaette lgsningerne til en andengradsligning, hvor a ikke er 1, sa skal man bare
dividere med a pa begge sider af lighedstegnet og sa ggre som ovenfor.

b
ar’+br+c=0 < x2+fx+E:O
a a
Radderne r; og ro skal nu opfylde

C
T‘1+7’2:7* rro = —
a a

Side 7
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Et eksempel.

422 — 12248 =10

: —b c.
Vi beregner —> og <:

Vi skal altsa finde to tal der lagt sammen giver 3 og hvis produkt er 2.
Det er selviglgelig kun 1 og 2, der opfylder dette

142-3--"2
a

]_.2:2:E
a

Lgsningerne pa andengradsligninen er derfor x=1 eller x=2.
Nu, hvor vi kender rgdderne, kan vi faktorisere andengradsligningen.

0=4a® 122 +8=4(z —1)(z —2)

1.4 Toppunktsformlen

Toppunktet for et andengradspolynomium er det punkt, hvor parablen (andenradspolynomiets graf)
har sit maksimum eller minimum.
Hvis der er tale om en glad parabel, sa vil toppunktet veere minimum for grafen

Toppunkt

0 1 2 3

Side 8
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og hvis der er tale om en sur parabel, sa vil toppunktet veere maksimum for grafen.

Toppunkt

T

Der findes en formel for, hvordan man regner toppunktet ud. x-koordinaten, der under tiden beteg-
nes T, udregnes saledes:

—b

T, = —
2a

og y-koordinaten, der betegnes T, udregnes saledes:

_—d
YT 4a

—b —d
2a° 4a

Toppunktet er altsa punktet:

(T, Ty)

1.5 Sammenhang mellem forskrift og graf

Ud fra et andengradspolynomiums forskrift kan man sige rigtig meget om grafens udseende. Det
betyder, at man let kan danne sig et overblik over, hvordan grafen ser ud, uden, at man behgver
tegne den.

1.5.1 Betydningen af a
Fortegnet pa tallet a afggr, om grafen er en glad eller sur parabel.

a > 0 & parabel glad

a < 0 & parabel sur

Side 9
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a<0

1.5.2 Betydningen af b
Fortegnet af tallet b afggr, om toppunktet ligger til hgjre eller venstre for y-aksen.
a og b samme fortegn < Toppunkt til venstre for y-aksen

a og b forskellige fortegn < Toppunkt til hgjre for y-aksen

b = 0 < Toppunkt pa y-aksen

\|/

>
<

o
A\

b>0

oo
—

oo

1.5.3 Betydning af c
Tallet ¢ afgor, hvor grafen skaerer y-aksen. Dette sker i punktet (0, c).

Dette skyldes, at nar vi seetter x=0 i forskriften for andengradspolynomiet, sa far vi, at funktions-
veerdien er c.

f(0)=a-0>°4+b-04+c=c

1.5.4 Betydningen af d

d, diskriminanten, udregnes som bekendt saledes:

d =b% — 4ac

Side 10
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(0,¢)

Som vi husker fra afsnittet om diskriminantformlen, sa afhasenger
antallet af lgsninger af fortegnet pa d.
Vi husker ogsa pa, at Igsningerne til en andengradsligning svarer til nulpunkterne for det tilsvarende

andengradspolynomium.
Derfor siger diskriminanten noget om, hvor mange nulpunkter grafen har.

d < 0 < ingen nulpunkterd = 0 < 1 nulpunktd > 0 < 2 nulpunkter

NN

\./
d<0 d=o0 d>0
/\

AW AYIR

Side 11
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2 Trigonometri

2.1 Grundlseggende

I de fglgende afsnit vil vi se neermere pa, hvordan du kan bruge cosinus og sinus i vilkarlige trekanter.

2.2 Cosinusrelationerne

Ofte kommer man ud for opgaver, hvor man i en trekant kender nogle sider og vinkler og bliver
bedt om at finde nogle andre sider eller vinkler. Til at lgse den slags opgaver er cosinusrelationerne
et steerkt veerktaj.

Det, der gor cosinusrelationerne til et steerkt redskab, er, at de galder i vilkarlige trekanter. Det er
altsa ligegyldigt, om den trekant, vi arbejder med, er retvinklet, ligebenet, ligesidet eller ingen af
delene. Vi kan bruge cosinusrelationerne til dem alle sammen.

2.2.1 Hyvis man vil finde en side

Hvis man kender to sider og den vinkel, der er imellem siderne, kan man bruge cosinusrelationerne
til at finde lzengden af den tredje side. Det ggr man pa folgende made:

a? = b% + ¢ — 2bccos(A)
b? = a® + ¢ — 2accos(B)

¢ = a® + b* — 2abcos(C)

Grunden til de tre formler er, at det kommer an pa hvilke sider, man kender, og hvilken, man vil
finde.

2.2.2 Hyvis man vil finde en vinkel

Hvis man kender alle tre sider i en trekant, og man gnsker at finde en vinkel, kan man bruge fglgende
formler

_b2—|—c2—a2

cos(A) T
a?+c2 —b?
COS(B) = T
2,12 2
cos(C) = a”tb—c”

2ab

Side 12
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Formlerne er faktisk preecist de samme som ovenfor, hvor man bare har isoleret cosinus til vinklen
i stedet for en af siderne. Neden for ser vi, hvordan man kommer fra en af de tre gverste fomler til
en af de tre nederste. Farverne markerer hvilke ting, vi har rykket rundt pa.

a® = b* 4 > —2bccos(A)

a® 4 2bccos(A) = b* 4 ¢*

2bccos(A) = b? + 2 —a?

b% 4+ ¢ —a?

cos(A) = 550

2.3 Sinusrelationerne

Ofte kommer man ud for opgaver, hvor man i en trekant kender nogle sider og vinkler og bliver
bedt om at finde nogle andre sider eller vinkler. Til at lgse den slags opgaver er sinusrelationerne
et steerkt veerktaj.

Det, der gor sinusrelationerne til et steerkt redskab, er, at de geelder i vilkarlige trekanter. Det er
altsa ligegyldigt, om den trekant, vi arbejder med, er retvinklet, ligebenet, ligesidet eller ingen af
delene. Vi kan bruge sinusrelationerne til dem alle sammen.

2.3.1 Hyvis vi vil finde en side

Hvis vi kender to vinkler og den side, der star over for den ene, sa kan vi bestemme den side, der
star over for den anden vinkel ved hjelp af folgende formel.

a b c

sin(A)  sin(B)  sin(C)

For eksempel kunne vi blive bedt om at finde siden c i folgende trekant

Vi kender vinklerne A og C samt den side, der star overfor vinkel A. Vi bruger sinusrelationerne.
Vi tager kun de ting med, der er relevante for os, sa i vores tilfeelde udelader vi b’erne.

C a

sin(C)  sin(A)

Vi starter med at isolere ¢ ved at gange med sin(C) pa begge sider.

a - sin(C)
sin(A)

Side 13
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Nu satter vi tal ind pa pladserne

_ 8-sin(75°)
~ sin(40°)

~8-0,966

~ 12,02
0,643 0

2.3.2 Hyvis vi skal finde en vinkel

Hvis vi kender to sider og en vinkel, der star over for en af siderne, sa kan vi finde den vinkel, der
star over for den anden side. Vi bruger disse formler.

sin(4)  sin(B)  sin(0)

a b c

Forskellen mellem disse og dem, vi navnte ovenfor, er, at man har byttet rundt pa alle teellere og
navnere. Det er altid smartest, at det man skal finde star i teelleren!

2.4 Sinusrelationerne i stumpvinklede trekanter

Man skal veere varsom med at bruge sinusrelationerne i stumpvinklede trekanter.
Hvis vi far at vide, at vi har en trekant ABC, hvor A=22°, a=5 og ¢=10 og bliver bedt om at finde
vinkel C, sa ville vi normalt bruge sinusrelationerne.

sinC’_sinA
¢ a
sinC:C'SmA
a
10 - sin(22
sin € = 105n(22) 5?( ) ~0,75

Side 14



1

matematik B-niveau

C = sin™1(0,75) = 48,5°

Vi far altsa, at vinkel C er 48,5 grader, hvilket er mindre end 90, sa vinkel C er spids. Imidlertid
kan man konstruere en trekant, hvor A=22° a=5 og ¢=10, men hvor vinkel C er stump.

a=5

c=10

Vi kan altsa konstruere to forskellige trekanter, der opfylder de givne oplysninger: En hvor vinkel
C er spids, og en hvor den er stump. Nar vi bruger sinusrelationerne, finder vi altid frem til den
spidse vinkel.

Men heldigvis findes der er sammenhaeng mellem vinklerne C; og Co

Der geelder nemlig at

Ci = 180° — Cy, & (9= 180° — &

Hvis vores opgave i stedet havde lydt I trekanten ABC er A=22°, a=5, ¢=10, og der oplyses, at C
er stump sa kunne vi finde den spidse vinkel C; ved at bruge sinusrelationerne (som vist ovenfor).
Men da Cser den stumpe vinkel, kunne vi finde den ved hjzlp af formlen ovenfor.

Cy =180° — C1 = 180° — 48,5° = 131,5°

De to vinkler er hhv 48,5 og 131,5 grader store. Nar man bruger sin~! pa sin lommeregner, vil den
altid give den spidse vinkel. @nsker man i stedet den stumpe, skal man traeekke den spidse fra 180.

2.5 Arealformlen

Indenfor trigonometrien findes der en smart made at regne arealet af en trekant ud, hvis man blot
kender to sider og den mellemliggende vinkel. Man betegner tit arealet af en trekant med T (hvis

Side 15
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man brugte A ville man nemlig forveksle det med vinkel A).

1
T= §ab sin(C)

For lettere at kunne huske denne formel, kaldes den ofte for "en halv appelsin-formlen - prgv selv
at udtale hgjresiden og find ud af hvorfor.

Formlen gelder i vilkarlige trekanter, og man kan derfor ogsa udtrykke den ved de andre sider og
vinkler.

1 1 1
T = §absin(C’) = §bcsin(A) = §acsin(B)

2.6 Grundrelationen

Grundrelationen er en sammenhaeng mellem cosinus og sinus, som det er vigtigt at kunne. Man kan
tit bruge den til at reducere udtryk.
Den lyder sadan her:

(cos(v))? + (sin(v))? = 1

Relationen geelder lige meget hvilken vinkel, man putter ind i cosinus og sinus (sa leenge det er den
samme i begge to).

Undertiden skriver man cos?(v) i stedet for (cos(v))2. Der er udelukkende tale om notation. Det
betyder stadig cos(v)*cos(v). Med den nye notation bliver grundrelationen

cos?(v) + sin?(v) = 1

3 Funktioner

3.1 Definitions- og vaerdimaengde

En funktion beskriver sammenhzenge mellem variable. Vi kalder tit de variable for x og y. Man kan
se funktioner som maskiner. Den uafhaengige variabel, x, kommes ind i funktionen/makineriet, og
sa kommer den afhzengige variabel, y, ud pa den anden side. For hvert x ma der kun veere et y. Men
der ma godt veere flere x’er der rammer det samme y.

3.1.1 Definitionsmeengde

Definitionsmeengden er alle de tal, vi ma komme ind i funktionen. Tit er det alle de reelle tal, men
nogle gange er der visse tal, hvor det ikke giver mening at komme dem ind i funktionen. Vi betegner
definitionsmeengden Dm, og hvis vi vil skrive, at det er definitionsmeengden for en funktion ved
navn f, sa skriver vi Dm(f).
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3.1.2 Veardimaengde

Mens definitionsmengden er alle de tal, man ma komme ind i funktionen (alle de mulige x-veerdier),
sa er veerdimaengden alle de mulige funktionsveerdier (y-veerdier). Veerdimaengden betegnes Vm, og
hvis vi vil skrive veerdimaengden for funktionen f, s& skriver vi Vim(f).
Tit kan det veere en fordel at se pa grafen for at finde veerdimeengden.

3.2 Sammensatte funktioner

Hvis man har to (eller flere) funktioner, kan man sesette dem sammen. At seette funktioner sammen
vil sige, at man forst kommer sin x-veerdi ind i den ene funktion. Det resultat man sa nar frem til
kommer man sa ind i den anden funktion. Den funktion, man fgrst bruger, kalder man den indre
funktion, mens nummer to kaldes den ydre funktion.

Tenk pa et tal, leg 3 til. Gang resultatet med 2.

Her er den indre funktion

fl@) =2 +3
mens den ydre funktion er
9(x) =2z

Hvis vi havde teenkt pa tallet 4, skulle vi altsa fgrst komme det ind i f.

Dette resultat, skulle vi sa komme ind pa x’s plads i g.

g(1)=2-7=14

I stedet for at ggre det af to omgange som ovenfor, sa kan man spare tid og ggre det i én om-
gang. Det vi gjorde var jo at komme x ind i f, og sa komme resultatet (dvs. f(x)) ind i g. Skrevet i
en omgang g(f(x)). Man kommer altsa f(x) ind pa x’s plads i g. Med eksemplet ovenfor svarer det til:

9(f(2)) = 2(x) = 2z +3) = 20 + 6
Altsa har vi fundet en forskrift for den sammensatte funktion g(f(x)). Man kan seette sit x direkte

ind her, og sa slipper man for at ggre det af to omgange som ovenfor.
Vi tjekker, at vi far samme resultat som for ved at seette 4 ind:

g(f(4)=2-44+6=8+6=14

Man skal holde tungen lige i munden, for det er ikke ligegyldigt, hvilken funktion der er indre og
ydre. Hvis vi f.eks. havde gjort det i den anden rakkefglge ovenfor ville vi fa

flg(x)) =g(x) +3=22+3
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3.2.1 Bolle-notationen

For at undga de mange parenteser, som opstar ved sammensatte funktioner, bruger man en anden
notation kaldet for bolle-notation.

flg(z)) = (fog)(x)

Man laeser det som ”f bolle g af x”, og man kan sige, at man ”boller funktionen f med funktionen

i
f@)=VE oy gx)=3z
sé er
(fog)(z) = f9(x)) = Vy(w) = V3x
(90 f)(x) = g(f(x)) =3f(z) =3V
Hvis
flz)=20+1 og g(x) =2

(9o f)(@) = g(f(2)) = (f(2))* = 2z +1)* = 42® + 1 + 4o

Man kan ogsa seette sin funktion sammen med sig selv.
Hvis

f(z) = 22°

sa er
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3.3 Omvendte funktioner
3.3.1 Identitetsfunktionen

Identitetsfunktionen er en funktion, hvor det tal man kommer ind i funktionen er det samme som
kommer ud

Id(z) =«

3.3.2 Omvendte funktioner

To funktioner kaldes omvendte, hvis man far identitetsfunktionen ved at sammenseette dem. Man
kan teenke pa det som, at de to funktioner virker modsatrettet, sa den ene annullerer det, den anden
gor ved et x.

Et eksempel pa omvendte funktioner er

fla)=a* og g(a) =z, ©>0
Vi tjekker at de er omvendte funktioner ved at sammensatte dem bade den ene og den anden vej.

(fog)(z) = flg(@) = (9(2))* = (Va)* ==

(g0 f)(z) = 9(f(2)) = V[(z) = Va? ==z

Da vi ved at sammensatte dem fik x ud, er g og f omvendte funktioner. Hvis f er en funktion,
betegner man tit dens omvendte funktion med f ~!.
F.eks.

f@)=vE = )=

Det er vigtigt at bemaerke, at -1”ikke skal forstas som en potens. Det er simpelthen bare et symbol,
der betyder ”omvendt funktion”.

FH@) # (f(2) ™

Andre eksempler pa omvendte funktioner er

x

e’ og In(x)
10° og log(z)

2x ogg
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r+8 o9 -8

Alle de trigonometriske funktioner har ogsa omvendte funktioner.

sin(z) og sin~!(x)

cos(z) og cos !(x)

tan(z) og tan'(x)

Omvendte funktioner kaldes ogsa for inverse funktioner.

4 Geometri

4.1 Afstandsformlen

Afstandsformlen er en formel til at finde afstanden mellem to punkter, hvis vi blot kender deres
koordinatseet.

Hvis punktet A har koordinaterne (x1, y1) og punktet B har koordinaterne (x2, y2), sé er afstanden
mellem punkterne:

|AB| = /(22 — 21)% + (y2 — 11)?

De lodrette linjer betyder ”afstanden mellem A og B”eller ”leengden af linjestykket mellem A og B”.

4.2 Distanceformlen

Mens afstandsformlen bruges til at bestemme afstanden mellem to punkter, sa bruges distanceform-
len til at bestemme den korteste afstand mellem en ret linje og et punkt.

Vi kalder vores rette linje for I, og vores punkt for P. Da [ er ret, har den ligningen y=az+b, og P
har koordinatsaettet (x1, y1). Den korteste afstand mellem P og [ er

. lazy + b — 1|
dist(P, 1) = 22 T2 91l
(P,1) T

Den korteste afstand betyder den vinkelrette afstand, som man kan se pa tegningen nedenfor.
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I: y=ax+b

4.3 Ortogonale linjer

Hvis to rette linjer ikke er parallelle, sa vil de skaere hinanden i et punkt. I dette punkt kan man male
vinklen mellem dem. Hvis vinklen mellem dem er 90°, sa siger man, at de to linjer star vinkelret pa

hinanden, eller at de er ortogonale.
At to linjer er ortogonale er altsa det samme som at de star vinkelret pa hinanden.

Pa fglgende tegning er linjerne 1 og m ortogonale.

-4-3-2-17/1234567
-1

Man skriver at to linjer er ortogonale ved at bruge folgende tegn

IlLm

Der geaelder en ret vigtig saetning om ortogonale linjer. Hvis vores linjer er givet ved ligningerne
l:y=ax+b og m:y=cx+d, sa gelder der:

Illm & a-c=-1

Med ord vil det sige "to linjer er ortogonale hvis og kun hvis produktet af deres haeldningskoeffici-

enter er -1”.
Dette gor det meget let at undersgge om to linjer er ortogonale. Man skal bare gange hzeldningerne

med hinanden og se, om man far -1.
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4.4 Cirklens ligning

En cirkel er bestemt ud fra to ting: dens centrum og dens radius.

Hvis et punkt P(x,y) ligger pa cirklens periferi, sa er afstanden mellem punktet og centrum lig med
radius.

|PC|=r

Vi kan bruge afstandsformlen til at skrive lidt om pa det.

|PC| =7

Vie—a?+@y-02=r

(2 —a)? + (y— )2 = 1”

Den nederste ligning er den, vi kalder for cirklens ligning. Hvis en cirkel har centrum i C(a, b) og
radius r, sa er dens ligning

(2 —a)? + (y— )2 = 1”

Det vil sige, at et punkt P(x, y) ligger pa cirklen hvis og kun hvis koordinatseettet (x, y) tilfreds-
stiller ligningen.

4.5 Omformning af cirklens ligning

(z—22+(y+1)*=16

er ligningen for cirklen med centrum i C(2, -1) og radius 4.
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Ved hjalp af kvadratssetningerne kan vi udregne parenteserne

(z—2°+(y+1)*=16

(2 +4—4da) + (y¥* + 1+ 2y) = 16

2?4y —dr+2y+5=16

2?4 y? —da+ 2y =11

Den nederste ligning er en omformning af den gverste, og derfor er den nederste ogsa en ligning for
cirklen. Imidlertid kan man ikke afleese centrum og radius direkte ud af den. Vi vil derfor prgve at
finde en metode til at omforme ligninger af den nederste slags til den gverste slags.

Vi starter med en ligning af den nederste type

22 +y? — 10z + 4y = —25

Idéen er at fa samlet nogle af leddene ved hjelp af kvadratsstningerne.

2?2 =10z og y*+4y

skal altsa ses som dele af kvadrater pa toledede stgrrelser, hvor -10x og 4y svarer til de dobbelte
produkter.

(x —5)* =22 + 25— 10z

(y+2)% =9> +4+4y

Vi har valgt tallene i parenteserne, saledes at vi far -10x og 4y til at veere de dobbelte produkter.
Hvis vi rykker tallene fra hgjre side hen pa venstre, far vi

(r—5)% —25=2%— 10z

(y+2)2—4=y>+4y

Hgjresiden er nu identisk med det, vi startede med. Derfor kan vi omforme vores ligning

22 +y? — 10z + 4y = —25

Side 23



Ue

matematik B-niveau

22 — 10z +y? + 4y = —25

(x—5)2 25+ (y+2)*—4=-25

(—5)2+(y+2)2=-25+25+4

(x—5)2+(y+2)7* =4

Nu kan vi afleese cirklens centrum til (5, -2) og radius til 2 (kvadratroden af 4).

4.6 Cirkler og linjers skeering

Nar man har med cirkler og linjer at ggre, kan det ofte veere nyttigt at finde ud af, om de skeerer
hinanden, og hvad koordinatsattene til skeeringspunkterne i sa fald er.

Der er 3 muligheder for antal skaeringer, nar man ser pa cirkler og linjer. Hvis linjen skeerer cirklen
er der to skeeringspunkter, hvis linjen tangerer cirklen er der ét rgringspunkt, og hvis cirklen og
linjen slet ikke krydser hinanden er der (selviglgelig) ingen skaeringspunkter.

dist(Cl)<r dist(Cl)=r dist(Cl)>r

Hvis man kender cirklens centrumkoordinater og linjens ligning, kan man beregne den vinkelrette
afstand mellem centrum og linje ved hjaelp af distanceformlen. Hvis denne afstand er mindre end
radius vil der veere to skeeringer, hvis den er lig radius vil der veaere et rgringspunkt, og hvis den er
storre end radius vil der ikke veere nogen skaeringer.

Eksempel:

Skeerer linjen 1: y=2x+4 cirklen C: (x-1)2+(y+3)%2=36 ?

Cirklens centrum er altsa (1, -3) og radius er 6.

Vi finder afstanden mellem linjen og cirklen vha. distanceformlen

_ 2.144— (—
_lamtbom| 214439 o

aZ+ 1 V221 V5

Da afstanden mellem centrum og linje er mindre end radius er der altsa to skeeringer.

dist(C, 1)
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4.6.1 Bestemme koordinaterne for skseringspunkterne

Nar man har bestemt antallet af skeeringspunkter, kan man méaske ogsa veere interesseret i at finde
koordinaterne for disse skeeringer.

Dette ggr man ved at satte de to ligninger sammen. Man satter linjens ligning ind pa y’s plads
i cirklens ligning. Derved far vi en andengradsligning med x som eneste ubekendte. Den lgser vi,
og vi har sa x-koordinaterne for. Disse indsattes sa i linjens ligning for at finde de tilsvarende y-
koordinater.

Vi illustrerer det med et eksempel.

Lad cirklen vaere givet ved ligningen

(z—2°+(y+1)*=20

og linjen ved ligningen

y=x+3

Man kan tjekke efter, at de har to skeeringer. For at finde koordinaterne til skeeringerne sattes
udtrykket for y i linjens ligning ind i cirklens ligning.

(z—22+(y+1)*=20

(=22 +(z+3+1)2=20

(x—2)2+ (x+4) =20

Nu udregner vi parenteserne ved hjeelp af kvadratsaetningerne

(x—2)*+ (z+4)? =20

22+ 4—dor+ 22+ 16+ 8z =20

212 + 4z + 20 = 20

202 + 42 =0

Vi har nu en andengradsligning, som vi lgser ved hjeelp af nulreglen

202 + 42 =0
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2x(x+2)=0

r=0Vze=-2

Disse to x-veerdier er x-koordinaterne for de to skeeringspunkter. Ved at indszette dem i linjens
ligning, far vi de tilsvarende y-veerdier.

y=x+3

y1=0+3=3

yo=—2+3=1

Skeeringspunkterne er altsa
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5 Differentialregning
5.1 Afledede funktioner

I praksis gider man ikke bruge tretrinsreglen hver gang, man skal differentiere en funktion. Der er
derfor nogle regler, man kan bruge. De er alle sammen udledt vha. tretrinsreglen

f@) )
x 1
kx k
k 0
" nz™~!
v —2
a® a® In(a)
e’ e’
ok k. ke

In(z) L
sin(z)  cos(z)
cos(z) —sin(x)

5.2 Regneregler for differentialkvotienter
5.2.1 Sumreglen

Hvis man ¢nsker at differentiere summen af to funktioner, sa kan man bare differentiere dem hver
for sig. Det samme geelder med differensen af to funktioner. Med symboler, kan vi skrive det saledes.

hz) = f(z) £g9(x) =

() = f'(x) £ g'(z)

Med ord siger vi ”differentialkvotienten af en sum er lig med summen af differentialkvotienterne”.
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5.2.2 Konstantreglen

Hvis vi gnsker at differentiere en funktion, der er ganget med en konstant, sa skal vi bare lade
konstanten sta og sa differentiere funktionen.

g(x) =k f(z) =

5.2.3 Produktreglen

Hvis man vil differentiere to funktioner, der er ganget med hinanden, er det desveerre ikke neer sa let.

W(z) = f'(z)-g(x) + f(2) - g (2)

Man kan huske reglen ved at man skal ”diffe, beholde + beholde og diffe”.

5.2.4 Kbvotientreglen

Hvis man vil differentiere to funktioner, der er divideret med hinanden, sa er regnereglen endnu
sveerere.

5.3 Tangentens ligning

Man kan bruge differentialregning til at bestemme en ligning for tangenten i et bestemt punkt pa
en funktion.

Hvis funktionen f er differentiabel i punktet (xg, f(xp)) - dvs. hvis der ikke er et kneek i det punkt -
sa er ligningen for tangenten i det punkt givet ved

y = f(xo) + f'(20) - (z — z0)

Nar vi bruger denne formel, skal vi seette noget ind, der hvor der star xg, f(xo) og f ’(x¢). Men x og
y skal vi lade veere variable.
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5.4 Monotoniforhold

At bestemme en funktions monotoniforhold svarer til at bestemme i hvilke intervaller, funktionen
er voksende, og i hvilke, den er aftagende. Kender man monotoniforholdene, har man en idé om,
hvordan grafen ser ud uden man behgver at tegne den. Differentialregning gor det meget lettere at
bestemme monotoniforholdene.

Differentialkvotienten i et punkt er jo lig med tangentens haeldning i det punkt, sa derfor gaelder
der, at hvis differentialkvotienten er positiv i et punkt, vil tangentheeldningen veere positiv, og funk-
tionen vil altsa veere voksende i det punkt. Hvis der er et interval, hvor differentialkvotienten er
positiv i alle punkter, sa ma alle tangentheeldningerne altsa veere positive, og funktionen er derfor
voksende pa hele intervallet. Pa samme made vil et interval med negative differentialkvotienter give
et interval, hvor funktionen aftager. Hvis differentialkvotienten er 0 i et interval, betyder det, at
tangentheeldningen er 0 (tangenten er vandret) og dermed er funktionen konstant pa intervallet.
Lad os sammenfatte det

f'(z) > 0for allex € [a,b] = f voksende pa [a, ]

f'(z) <Ofor allex € [a,b] = [ aftagende pa [a, D]

f'(z) =0for allex € [a,b] = fkonstant pa [a,b]

5.4.1 Maksimum, minimum og vendetangent

Det forste, man ggr, nar man skal bestemme monotoniforholdene for en funktion, er at differentiere
funktionen og satte den afledede lig med 0. Man lgser altsa ligningen

f(x)=0.

De x-veerdier, der lgser denne ligning, er dem, hvor tangenten er vandret. Der er tre muligheder for,
hvad disse punkter kan veere. De kan veere makismumspunkter, minimumspunkter eller vendetan-
gentspunkter.

Imellem to punkter, hvor f’ er 0 er den enten positiv pa hele intervallet eller negativ pa hele inter-
vallet. Hvis den skulle skifte mellem at vaere positiv og negativ ville den jo veere ngdt til at passere
0.

Altsa kan vi undersgge, om f’ er positiv eller negativ i intervallerne mellem nulpunkterne ved bare
at veelge et tilfseldigt punkt i intervallet og se pa fortegnet af f’ i dette punkt.

Hvis f’ er positiv til venstre og negativ til hgjre for et nulpunkt, sa er der tale om et maksimum.
Hvis f’ er negativ til venstre og positiv til hgjre for et nulpunkt, er der tale om et minimum.

Hvis f/ har samme fortegn til venstre og hgjre, er der tale om en vendetangent.

5.4.2 Monotonilinje

Vi kan tegne resultaterne ind i en monotonilinje.
Man tegner en tallinje. Ovenover den har man x, under den f’ og f.
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Forst tegner man de x-veerdier ind, hvor f/(z) = 0. Man skriver derfor 0 ud for f’ ved disse x-
veerdier. Dernaest indtegner man fortegnene for f’ mellem disse veerdier.

Til sidst tegner man pile alt efter, hvad det betyder for f. Under et plus tegner man en pil der gar
opad mod hgjre og under et minus tegner man en pil, der gar nedad mod hgjre. Nar man har tegnet
pilene kan man se, hvad der er lokale maksima og minima, og hvad der er vendetangenter. Her er
monotonilinjen tegnet skridt for skridt for eksemplet herover.

Man skal altid afslutte med at konkludere, hvordan monotoniforholdene er. I dette tilfeelde ville
man skrive:

f er aftagende pa intervallerne | — oo; —2] og [0; oo]

f er voksende péa intervallet [—2; 0]

f har lokalt minimum i (-2, f(—2)) og lokalt maksimum i (0, f(0)).

Herunder er f tegnet, si man kan se, at det er det rigtige, man er naet frem til

fx)=—a®—322+2 3
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5.4.3 Opsummering

For at opsummere er der fglgende opskrift, man altid kan fglge for at finde monotoniforholdene for
en funktion.

1. Differentier funktionen
Lgs ligningen f'(z) =0
Bestem fortegnet for f/(z) mellem nulpunkterne.

Tegn monotonilinje

A R

Konkluder med tekst

5.5 Optimering

En af de vigtigste anvendelser indenfor differentialregning er optimering.

5.5.1 Opskrift

Her fglger en opskrift pa hvordan du lgser optimeringsproblemer

1. Opskriv den funktion, du skal optimere

. Opskriv den bibetingelse, du er blevet givet.

. Isoler den ene variabel i bibetingelsen

. Indseet udtrykket for denne variabel i den funktion, du skal optimere.
. Nu star du tilbage med en funktion af en variabel.

. Differentier funktionen

. Lgs ligningen f ’(x)=0

. Bestem fortegnene for f ’ mellem Igsningerne

© 00 N O ot ks W N

. Tegn monotonilinjen

6 Integralregning

6.1 Stamfunktion

Stamfunktioner betegnes ofte med store bogstaver. Hvis vores oprindelige funktion hedder f, be-
tegner vi saledes dens stamfunktion(er) med F.

Det, der skal til for at veere en stamfunktion, er, at hvis man differentierer stamfunktionen, far man
den oprindelige funktion.

Man kan med andre ord sige, at F' er en stamfunktion til f hvis

F'(x) = f(x)
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6.1.1 Integrationsprgven

Hvis man er i tvivl om man er kommet frem til den rigtige stamfunktion, findes der en made at
prove det efter pa. Man differentierer simpelthen bare den formodede stamfunktion og ser, om man
far den oprindelige funktion frem. Denne metode (som egentlig bare er definitionen pa hvad en
stamfunktion er) er sa nyttig, at den har faet sit eget navn: Integrationsprgven.

Eksempelvis kunne man blive bedt om at afggre om

F(z) = 2% + 323

er stamfunktion til

f(z) = 42 + 1022

Vi tester det vha. integrationsprgven:

Fl(z)=2-20""1+3.32°7" = da + 92® # f(2)

Da vi ikke naede frem til f, er F ikke stamfunktion til f.

6.2 Ubestemt integral

For vi gar i gang med at definere bestemte og ubestemte integraler vil vi gennemga lidt notation
og terminologi.

For at vide, at man skal integrere en funktion, markerer man det med et integraltegn. Et integral-
tegn bestar af to dele. Til venstre skriver man et ”langt s”og til hgjre skriver man et ”d”efterfulgt
af den variabel, man integrerer med hensyn til (oftest bare dz). S’et savel som dz er bare rene
symboler.

Imellem dem star den funktion, man gnsker at integrere. Denne kaldes integranden, men omtales
tit som ”indmaden”. De bestemte integraler har derudover en gvre og en nedre integrationsgraense,
som man skriver ved hhv. top og bund af det lange s.

int.graenser

int.variabel

, integrand
integraltegn

6.2.1 Ubestemt integral

I forrige afsnit definerede vi, hvad en stamfunktion er. At finde det ubestemte integral til en funktion
f er simpelthen bare at bestemme en stamfunktion til f. Skrevet matematisk:
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R

Dette leeses som ”det ubestemte integral af f (mht. ) er lig med en stamfunktion til f”.

Man skal huske at tilfgje en konstant til den stamfunktion, man finder. P4 den made har man nemlig
skrevet alle stamfunktionerne op pa én gang.

Lad os finde nogle ubestemte integraler.

Hvis

flx) ==
sa er
L
F(z)= xdxzim +Ek.
Vi tjekker om det er rigtigt vha. integrationsprgven
/ L, ! 2-1
F'(z) = 32 +k 25-235 +0=zz=2= f(x).

Hvis vi i stedet har

sa er
4, 1 L s
Flz)= [« —I—fdx:gaz + In(z) + , x>0.
x
Igen tjekker vi efter med integrationsprgven

/ _ 1 5 ,_1 5—1 1 _ .4 1_
F(;v)—(5x tn(@)+k) =252+ -+ 0=at+ — = f(x)

6.2.2 Bestem en stamfunktion gennem et punkt

Ovenfor har vi brugt det ubestemte integral til at finde alle stamfunktioner til en funktion. I visse
tilfeelde kan det veere nyttigt at finde en bestemt stamfunktion.
En opgave kunne f.eks. lyde:

f(z) = 622 + 4z

Find den stamfunktion til f, der gar igennem punktet (-1, 3).
Forst finder vi alle stamfunktionerne, og bagefter bestemmer vi k& ud fra vores startbetingelse.

F(x):/6x2+4xdx:2z3+2x2+k
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(Du kan selv tjekke efter med integrationsprgven, at dette er rigtigt).
Nu gnsker vi at finde ud af hvilken af disse stamfunktioner, der gar gennem (-1, 3).
Vi seetter -1 ind pa z’s plads og 3 pa stamfunktionsveerdiens plads.

(1)

F(-1)=3 (2)

3)

2- (=12 +2-(-1)*+k=3 (4)
()

—2+4+2+k=3 (6)

(7)

k=3 (8)

(9)

Den stamfunktion vi leder efter har altsa k = 3. Derfor er svaret pa opgaven

F(x) =22 +22° +3

Nedenfor er indtegnet forskellige stamfunktioner til f.
Kun én af dem gar igennem (-1, 3).

6.3 Integrerede funktioner

Nedenfor er en liste over, hvordan man integrerer forskellige funktioner.
Det er underforstaet, at man skal huske at laegge en konstant til stamfunktionerne.
Man kan tjekke dem alle sammen efter vha. integrationsprgven.
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f(z) F(z)
1,..2
X 5:6
k kx
k.2
kx 5
1 1
xn m n—+
1 _ 1
T 2
: In(|z|)
a® )
er e’
ek % . ek

In(x) x-In(x) —x
cos(x) sin(z)
sin(x) —cos(x)

6.4 Regneregler for integraler

Ligesom med differentialregningen findes der ogsa regneregler for, hvordan man integrerer summer

og differenser af funktioner samt hvordan, man integrerer produktet af en funktion og en konstant.
Alle disse regler kan eftervises vha. integrationsprgven

6.4.1 Sumreglen

Den fgrste regel er sumreglen

/f(x)—l—g(x)d:v:/f(x)dx+/g(x)dx

Hvis man skal integrere summen af to funktioner, integrerer man hver funktion for sig og laegger
bagefter sammen. Med andre ord: "integralet af en sum er summen af integralerne”

6.4.2 Differensreglen

Differensreglen minder meget om sumreglen. Eneste forskel er, at man her betragter differensen af
to funktioner
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[ 1@ - g@)de = [ fa)de~ [ oo

Med ord siger vi, at ”integralet af en differens er differensen af integralerne”.

6.4.3 Produkt af konstant og funktion

Hvis vi gnsker at integrere produktet af en konstant og en funktion, sa lader vi bare konstanten sta
og ganger den pa integralet af funktionen.

/c~f(x)dx:c-/f(x)dm

6.5 Bestemt integral og areal

En af de vigtigste forskelle pa det bestemte og det ubestemte integral er, at mens det ubestemte
integral giver en funktion (nemlig stamfunktionen) sa giver det bestemte integral et tal.

/f(x) dz = funktion

/abf(:z:) dz = tal

De to tal a og b kaldes integrationsgreenserne. Man udregner et bestemt integral pa fglgende made

b
/ f(z) dz = [F()]% = F(b) — F(a)

Dette betyder, at man fgrst finder en stamfunktion til f. Denne stamfunktion skriver man inde i
kantede parenteser med de to integrationsgreenser til hgjre. Derefter ssetter man den gvre integra-
tionsgraense (b) ind pa x’s plads, hvorefter man saetter den nedre integrationsgraense (a) ind pa x’s
plads og traekker fra.

Et eksempel kunne veere.

2
622 dr=[22°]2=2-2°-2.0° =16
0~ —~— ~— =~
f(@) F(x) F(b)  F(a)

Bemerk, at vi bare fandt en tilfeeldig stamfunktion til f uden at teenke pa at leegge en integrations-
konstant til. Sadan er det altid med bestemte integraler.

6.5.1 Areal

Ovenfor sagde vi, at det bestemte integral giver et tal. Nogle gange er dette tal lig med arealet
mellem funktionen f og x-aksen i intervallet [a;b]. Men det er ikke altid. Det er kun hvis f er positiv
pa hele intervallet [a;b]. Dvs. at grafen for f ligger ovenover x-aksen pa hele intervallet.

Side 36



1

matematik B-niveau

R f
f

B a
a b b

b b
j f(x) dx = Areal f f(x) dx#E Areal
a a

6.6 Areal mellem to funktioner

Hvis vi gnsker at finde arealet mellem to grafer, kan vi ogsa bruge det bestemte integral. Det kraever,
at den ene funktion har stgrre funktionsvaerdier end den anden pa hele intervallet [a;b]. Hvis f har
stgrre funktionsveerdier end g, er arealet mellem de to funktioner givet ved

b
Arealy, = / f(x) — g(x)dx

Bemerk, at det er ligegyldigt, om de to funktioner har positive eller negative funktionsveerdier pa
intervallet, nar bare f har stgrre funktionsveerdier end g.
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7 Sandsynlighed og kombinatorik

7.1 Grundlaeggende begreber

Inden for alle fag er der en szerlig terminologi (nogle bestemte ord, der bruges meget og betyder
noget helt seerligt lige i denne sammenhaeng). Sadan er det ogsé inden for sandsynlighedsregningen.
I dette afsnit vil vi gennemga nogle af de vigtigste begreber indenfor sandsynlighedsregningen.

7.1.1 TUdfaldsrum

Udfaldsrummet er det univers, vi bevaeger os indenfor. Alle de mulige udfald, der er for det ekspe-
riment, vi foretager os. Hvis vi kaster med en terning og er interesserede i, hvor mange gjne, den
viser, er udfaldsrummet

U=1{1,2,3,4,5,6}

Der er altsa 6 forskellige udfald.

Hvis vi i stedet havde kastet med to terninger, ville hvert udfald veere to tal. F.eks (4,3), der ville
betyde, at den forste terning viste en 4’er og den anden en 3’er. I dette tilfeelde ville udfaldsrum-
met besta af 36, forskellige udfald (den forste terning kan vise 6 forskellige veerdier og for hver af
dem kan den anden terning vise 6 forskellige veerdier. I alt er der altsa 6¥6=36 forskellige muligheder)

U=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1), ..., (6,4),(6,5), (6,6)}

7.1.2 Sandsynlighed

Hvert element i udfaldsrummet er tilknyttet en sandsynlighed. Man betegner sandsynligheden med
et lille p.

I tilfzeldet med én terning, er sandsynlighederne for hvert udfald den samme. Der er 6 sider pa
terningen, sa sandsynligheden for hvert udfald er 1/6

p(1) = p(2) = p(3) = pl4) = p(5) = p(6) = 5 ~0,1667

I tilfzeldet med to terninger, er der 36 mulige udfald. De er alle sammen lige sandsynlige, sa sand-
synligheden er

1
— ~0,02778
36 ’

for hvert udfald.

Hvis alle udfald er lige sandsynlige, kalder vi det et symmetrisk sandsynlighedsfelt. De to eksempler
ovenfor er symmetriske sandsynlighedsfelter.

Eksemplet med skalen med 4 bolde, hvor 3 er rgde og 1 er bla er ikke symmetrisk, da

3 1
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Hvis man ligger sandsynlighederne for alle elementerne sammen, skal det give 1 (svarende til 100%).

7.1.3 Haendelse

En heendelse, H, er en delmeengde af udfaldsrummet. F.eks. kunne man i forsgget med én terning
se pa heendelsen

H = {Antal gjne der er ulige}

De elementer i udfaldsrummet, der opfylder dette, er 1, 3 og 5.

Vi markerer sandsynligheden for, at en haendelse indtrzeffer med et stort P. Man finder frem til
sandsynligheden for en haendelse ved at leegge alle sandsynlighederne for de enkelte elementer i
haendelsen sammen.

1

P = p() +p(3) +(3) = 5+ 5+ 5 = 2 = 0.5

[«

Hvis der er tale om et symmetrisk sandsynlighedsfelt, er sandsynligheden for en haendelse

P(H) = Antal gunstige udfald
~ Antal mulige udfald

F.eks. kunne en haendelse ved to terningekast veere

H = {summen af gjnene er 5}

De gunstige udfald er (1,4), (2,3), (3,2) og (4,1). Altsa er der 4 gunstige udfald. Vi indssetter i
formlen:

4
P(H) = 5 ~ 0,111

7.1.4 Komplementaer haendelse

Nogle gange er det lettere at regne sandsynligheden ud for, at en hendelse ikke sker.
Hvis vores heendelse hedder, H, sa betegner vi den heendelse, at H ikke indtraeffer med

H

Vi kalder det, den komplementzere heendelse. Det er klart, at enten sker H eller ogsa sker den ikke.
Derfor geelder der, at summen af sandsynlighederne ma blive 1 (altsa 100%)

P(H)+ P(H) =1

P(H) =1- P(H)
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Vi slar med tre terninger, og gnsker at finde sandsynligheden for, at vi far mindst én sekser. Vores
haendelse er altsa

H = {mindst 1 sekser}

Det er imidlertid ikke helt let at beregne, hvor mange gunstige udfald, der er for denne hzendelse.
Den komplementare hendelse ma veere:

H = {ingen seksere}

Det er noget lettere at udregne sandsynligheden for, at denne heendelse indtreeffer. Nar der ikke
ma vaere nogen seksere, er der nemlig fem gunstige udfald pa den forste terning (1, 2, 3, 4 eller 5).
For hver af dem er der 5 gunstige udfald pa den naeste terning, og for hver af dem er der endnu 5
gunstige udfald pa den tredje. Altsa ma sandsynligheden veere

—. _ Antal gunstige udfald 5-5-5 125

P(H) = _ _ 125
(H) Antal muligeudfald 6-6-6 216 0,579

Ved at treekke denne sandsynlighed fra 1, far vi sandsynligheden for H.

P(H)=1-P(H)=1-0,579 = 0,421

Altsa er der 42,1% sandsynlighed for at fa mindst én sekser, hvis man har tre slag. Det kan veere
nyttigt at vide, nar man spiller ludo!

7.2 Fakultetsfunktionen

En god del sandsynlighedsregning har med kombinatorik at ggre, og man far sveert ved at klare
sig gennem kombinatorik uden kendskab til fakultetsfunktionen. Man betegner fakultetsfunktionen
med et udrabstegn.

De tal, man kan tage fakultet af er de naturlige tal samt nul. Man kan altsa ikke bruge den pa
negative tal eller decimaltal.

Man tager fakultetsfunktionen til et tal ved at gange tallet med det tal, der er 1 mindre, og gange
med det, der er 1 mindre end det, osv. indtil man nar ned til at gange med 1.

nl=n-n—-1)-n—2)-...-3-2-1

F.eks. er

41=4.3-2-1=24

og

6!=6-5-4-3-2-1=720
I visse dele af kombinatorikken kan man komme ud for at man skal bruge 0!
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Derfor har man defineret

ol=1

Denne definition giver ikke mening i forhold til, hvordan man tager fakultet af de andre tal, men den
er defineret sadan, for at man nar frem til de rigtige resultater, nar man bruger de kombinatoriske
formler med samme veerdi af n og r (se evt. de naeste afsnit for mere om dette).

7.3 Multiplikations- og additionsprincipperne

Nar man skal telle kombinationer, er der nogle fa regler, man skal huske pa. Nogle af de vigtigste
er multiplikations- og additionsprincipperne.

7.3.1 Multiplikationsprincippet

Hvis opgaven t; kan udfgres pa m forskellige mader, og opgaven f, kan udfgres pa n mader, sa kan
opgaven t; og ts udfgres pa m*n mader. Opgaven #; eller ty kan udfgres pa m+n mader.

Lad os tage et eksempel.

Vi gar ind i en isbutik hvor vi vil have en is med 1 kugle.

e Man kan veelge, om man vil have i baeger eller vaffel.
e Man kan vaelge mellem 3 slags is: chokolade, vanille og jordbeer.
e Man kan veelge om man vil have: syltetgj, fladebolle, guf eller ingenting ovenpa.

Pa hvor mange mader kan man lave en is med 1 kugle?

Lad os kalde valget mellem baeger og vaffel for ¢;. Det kan udfgres pa 2 mader.

Lad os kalde valget af is for t;. Det kan udferes pa 3 forskellige mader.

Lad os endelig kalde valget af topping for t3. Det kan udfgres pa 4 mader.

Da vi skal veelge en fra hver kategori, skal vi altsa udfgre ¢; og t2 og t3. Derfor ggr vi brug af

multiplikationsprincippet. Vi skal altsa gange antallet af muligheder med hinanden.

2.3-4=24

Vi har illustreret det med en tegning, hvor alle valgmulighederne fremstar ved at ga oppefra og ned.

/ Is\

[4 jn\.l' C Vgn\J'
AN/

F
24 forskellige is med 1 kugle
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7.3.2 Additionsprincippet

Hvis vi er lidt mere krzesne og ikke kan lide guf og syltetgj, kan vi se pa, hvor mange mader man
kan lave en is med 1 kugle, hvor der hverken er guf eller syltetgj pa.

Vi skal altsa lave en is, hvor der er enten flgdebolle eller ingenting pa toppen.

Vi kalder antallet af muligheder med flgdebolle for #;. Nu skal vi veelge 1 af de 2 type beholdere, 1
af de 3 slags is, men toppingen er allerede bestemt til at veere fladebolle. Altsa kan ¢; udfgres pa 6
(=2*3*1) mader.

Vi kalder antallet af muligheder med ingenting pa toppen for t;. Her kan vi ligeledes veelge 1 af 2
beholdere, og 1 af 3 typer is, mens toppingen er forudbestemt til at veere ingenting. Altsa kan o
udfgres pa 6 (=2*3*1) mader.

Vi var interesserede i, at finde frem til, hvor mange mader, vi kunne valge enten med flgdebolle
eller uden topping. Altsa t; eller t5. Vi bruger additionsprincippet.

6+6=12

Der er altsa 12 mader at lave en is med enten flgdebolle eller ingen topping.

De to principper ovenfor virker maske banale, men det er yderst vigtigt, du kan skelne mellem dem,
nar du skal udregne sandsynligheder i mere komplicerede tilfaelde.

Du kan se begge principper anvendt her!

7.4 Kombinatorik

Kombinatorik er leeren om at teelle kombinationer. Antal kombinationer uden tilbagelaeg og lige-
gyldig reekkefplge: Formel hvis man gnsker at udveelge r elementer af en maengde, der bestar af n
elementer uden tilbagelaeg og ligegyldig rackkefglge.

|
n:
Ky, =

’ rl-(n—r)!

Hvis man f.eks. ville finde ud af, hvor mange pokerhsender, der eksisterer, altsa hvor mange mader
man kan uddele 5 kort fra en bunke pa 52, hvor raekkefslgen er ligegyldig (vi er jo ligeglade med
om vi far Spar Es som ferste eller sidste kort), bruger man formlen herover

52! 52!

S (G2 —5)  5l.an 298900

Kso5 =

Der er altsa over 2,5 millioner forskellige pokerhaender!

7.4.1 Hvis raekkefglgen betyder noget

Hvis vi vil udveelge r elementer fra en maengde pa n mulige, hvor vi kun ma velge hvert element
én gang, og hvor raekkefslgen betyder noget, kan det ggres pa fglgende antal mader:

Vi spiller Mastermind, hvor man skal veelge en kode bestdende af 4 farver ud af de 8, der er med i
spillet. Hver farve ma kun vaelges én gang, og rackkefglgen af farverne teeller. Vi spekulerer pa, hvor
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mange forskellige kombinationer, man kan komme frem til. Svaret er

8! 8!

Py = W = E = 1680 forskellige koder

7.5 Kombinatorik og sandsynlighed

Man kan bruge kombinatorik i sandsynlighedsregning. Her kommer et eksempel pa hvordan. Det
kan veere en god idé at leese afsnittet om kombinatorik fgrst.

7.5.1 Eksempel

Hvad er sandsynligheden for at fa en pokerhand med 3 esser?

En pokerhand bestar af 5 kort, og i alt er der 52 kort. Antallet af forskellige pokerhsender ma
derfor veere:

52
K5275 == W - 2598960

At fa en hand med 3 esser svarer til at trackke 3 esser ud af de 4 esser, samt at traekke 2 gvrige kort
ud af de 48 kort, der ikke er esser. Det bliver altsa til

4! 48!

— —— =4-1128 = 4512
3111 2! 46!

Kys-Kyg0 =

forskellige heender, der indeholder tre esser.
Nu kan vi udregne sandsynligheden
N gunstige K473 . K4872 _ 4.512

P(H) = = =
(H) mulige Kso 5 2.598.960

~ 0,00174

Der er altsa kun 0,174 % chance for at fa en hand med tre esser i et spil poker.

7.6 Stokastisk variabel

Det er ikke alle udfaldsrum der bestar af tal. Kaster man f.eks. en mgnt, er udfaldsrummet

U = {plat, krone}

Imidlertid kan det undertiden veere en fordel at man kan beskrive alle udfald ved hjelp af tal.

Det er dét, man bruger en stokastisk variabel til.

En stokastisk variabel betegnes med et stort bogstav. Oftest X eller Y.

En stokastisk variabel er egentlig en funktion, hvor man til hvert element i udfaldsrummet har
knyttet et tal.
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F.eks. kunne man i eksemplet med mgntkastet have tilknyttet den stokastiske variabel X, hvor

X (krone) =1, X(plat) =0

Hvis vi skal skrive sandsynligheden for, at fa krone, sa gores det pa folgende made

Man skriver altsa sandsynligheden for, at den stokastiske variabel antager veerdien 1.
Og sandsynligheden for at sla plat, ville man skrive

7.6.1 Diskret vs. kontinuert

Der findes to slags stokastiske variable: de diskrete og de kontinuerte.

En diskret stokastisk variabel kan antage et endeligt antal veerdier

En kontinuert stokastisk variabel kan antage uendeligt mange veerdier (typisk et interval).
Eksemplerne ovenfor er begge diskrete stokastiske variable. Den stokastiske variable X kunne antage
2 veerdier (0 og 1), men Y kunne antage 11 forskellige veerdier (2,3,4,...,11,12).

Hvis vi laver en stokastisk variabel Z, der angiver hgjden pa folk i din klasse, kunne den f.eks. antage
veerdierne

Z(Pia) = 162,3  Z(Rasmus) = 187,49  Z(Peter) = 179,88

Den ville derfor ikke veere begreenset til et endeligt antal veerdier, men kunne antage alle mulige
positive veerdier, hvor lang de fleste ville falde i intervallet [155;195].
Derfor er Z en kontinuert stokastisk variabel.

7.7 Binomialfordelingen

Man bruger binomialfordelingen, nar man har et forsgg, der kun har to udfald: succes og fiasko.
Man gentager forsgget et antal gange. Dette antal kaldes antalsparameteren og betegnes med n.
Desuden skal der veaere en fast sandsynlighed for at der bliver succes. Denne kaldes sandsynligheds-
parameteren og betegnes med p.

Vi laver en stokastisk variabel X, der angiver hvor mange succeser, vi har haft.

Vi kunne for eksempel have et spil 5-ternings-Yatzy, hvor vi manglede 3’erne. Vi er interesserede i,
hvor mange 3’ere vi far.

I stedet for at se det som at kaste 5 terninger, kan vi se det som at kaste 1 terning 5 gange. Derfor
er antalsparameteren n=>.

Vores succes er, at terningen viser 3. Det er altsa fiasko, hvis den viser 1, 2, 4, 5 eller 6.

Der er 1 ud af 6, der giver succes, derfor er p=1/6.

Vores stokastiske variable X kan antage veerdierne 0, 1, 2, 3, 4, 5, alt efter hvor mange 3’ere vi far.
Vi vil se, hvad sandsynligheden er for at fa én 3’er. Dvs finde P(X=1). Det svarer til, at vii 1 af de
5 terningkast far en 3’er, mens vi far noget andet i de 4 andre.
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Pga. multiplikationsprincippet skal vi altsa gange

15555 1 (5)
6 6 6 6 6 6 \6

Imidlertid ved vi jo ikke i hvilket af de 5 terningkast, at 3’eren kommer. Det kan veere i et hvilket
som helst af dem. Derfor er der fem muligheder. I alt er sandsynligheden for at fa én 3’er:

5 4
P(X:l):5~-<6) ~ 0,402

7.7.1 Binomialfordelingen

Det vi har set her er faktisk et specialtilfeelde af binomialfordelingen.
Den siger nemlig, at

PX=r)=K,,-p"-1-p)""

Vi kan eksempelvis regne ud, hvad sandsynligheden er for at fa 1 treer i fem terningkast.

N\ /5\*

8 Statistik

8.1 Grundlaggende begreber

Indenfor statstik er der en masse begreber, som det er veerd at have styr pa.

8.1.1 Stikprgve og population

Nar man laver en statistisk undersggelse, er det vigtigt at gore sig det klart, hvem det er, man gnsker
at sige noget om. Er det alle mennesker i Danmark? Alle mennesker i Hgje Taastrup kommune?
Alle tanglopper i Verden? Den gruppe, man vil undersgge noget om, kaldes populationen.

Ofte er en population meget stor. Man kan f.eks. ikke veje alle tanglopper i Verden, eller spgrge alle
mennesker i Danmark hvad de ville stemme til naeste Folketingsvalg.

Derfor udtager man en stikprgve. En stikprgve er en mindre gruppe indenfor populationen. Der
findes forskellige mader at udtage en stikprgve pa, men det vigtigste er, at den repraesenterer hele
populationen. Man indsamler data fra sin stikprgve, og denne data generaliserer man sa til at geelde
hele populationen.
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8.1.2 Observation, hyppighed, frekvens og kumuleret frekvens

Observationer i statistik er de ting, vi maler i vores undersggelse. Hvis vi f.eks. gnsker at undersgge
hvor store fgdder 15-19-arige danskere har, kunne vi spgrge din gymnasieklasse, hvilken skostgrrelse,
de bruger. Observationerne kunne her vaere skostgrrelserne: 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46,
47.

Det totale antal i stikprgven betegner man med n.

Hyppigheden for hver observation er det antal gange observationen forekommer. Hyppigheden for
den i’te observation, betegner man tit A;.

Frekvensen er den procentdel, hvormed en observation forekommer.

hyppighed

frekvens = -
totalt antal observationer

Man betegner tit frekvensen for den i’te observation med f;

Den kumulerede frekvens (kumulere betyder opsamle) for en observation, far man ved at laegge
frekvensen for den givne observation sammen med alle de frekvenser, hvor observationen er lavere.
Den hgjeste observation har en kumuleret frekvens pa 100% (nogle gange kan afrundinger dog ggre,
at den bliver 99,9 eller 100,1)

(kum. f)i = fi+ fo+ ..+ ficr + fi = ka
k=1

(Du kan leese om summationstegn her).

8.2 Summationstegn

Indenfor statistik skal man tit leegge mange tal sammen. Man har derfor opfundet en smart nota-
tion, s& man pa en kort made kan skrive, at man laegger mange tal sammen. Denne notation ggr
brug af summationstegnet, ¥ (det graeske bogstav store sigma).

Hvis vi nu skulle leegge tallene fra 1 til 10 sammen, ville vi skrive det pa denne made

14+2+3+44+54+64+7+8+9+10

dette kan skrives meget kortere ved hjzlp af sumtegn:

Tallene over og under sumtegnet er summens graenser. Det nederste er det laveste heltal man skal
saette ind pa k’s plads, og det gverste er det hgjeste heltal, man skal satte ind pa k’s plads.
Sumtegnet skal laeses sadan, at man forst setter det laveste tal ind pa k’s plads i udtrykket efter
sumtegnet. Derefter skal man szette tallet 1 hgjere ind pa k’s plads, og laegge de to tal sammen. Sa
skal man sette tallet endnu 1 hgjere ind pa k’s plads og leegge dette til, osv. osv. indtil vi seetter
den gverste graense ind pa k’s plads.
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Lad os se pa to eksempler,hvor vi til venstre skriver summationstegnsnotationen og til hgjre skriver
summen ud led for led.

5
Zkz = 124922432442 +52
k=1

8
>VE = V2+V3+VA+VE+VE+VT+ VB
k=2

Hvis man har i observationer: x;, X2, X3,...,X;—2, X;—1, X;, kan man skrive deres sum saledes:

i
Z:z:k = 21 +ZTy+2x3+ ...+ x5
k=1

8.3 Ugrupperede vs. Grupperede

Der findes overordnet set to slags observationer: ugrupperede og grupperede.
I dette afsnit ser vi pa, hvad forskellene er pa dem. I de senere afsnit vil vi dele op og se pa dem
hver for sig, nar det er ngdvendigt.

Nar vi har et datasset, er data som udgangspunkt ikke grupperet. Det er op til os at vurdere,
om det giver mening at gruppere dataseettet i netop dette tilfzelde. Nar man grupperer et dataseet,
inddeler vi observationerne i intervaller.

8.3.1 Stolpediagrammer og histogrammer

Nar man skal lave en oversigt over, hvordan observationerne fordeler sig, ggr man det forskelligt alt
efter om der er tale om grupperede eller ugrupperede observationer.

Ved ugrupperede observationer, vil man typisk tegne et stolpediagram. Man har observationerne he-
nad x-aksen, og for hver observation setter man en lodret stolpe, der enten markerer hyppigheden
eller frekvensen for denne observation.

hyppigheder for skostgrrelser

36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47

For grupperede observationer kan man ikke lave stolpediagrammer. I stedet laver man sakaldte hi-
stogrammer.
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Et histogram har intervalgreenserne pa x-aksen. Pa y-aksen er der imidlertid ikke angivet nogen
akseveerdier. Den made man aflaeser et histogram pa er nemlig ved at se pa arealet af hver sgjle.
(Overst 1 hgjre hjorne er angivet hvor stort et areal 5% svarer til. Hvis man laegger arealerne af
sgjlerne sammen, far man 100%

Hvis intervallerne er lige bredde, svarer sgjlernes hgjde til intervalhyppigheden. Men det er ikke
altid, at alle intervallerne er lige bredde. Nedenfor er tegnet to histogrammer, der repreesenterer de
samme observationer. I det forste histogram har alle intervallerne laeengde 5, mens det i det andet
varierer mellem intervalleengder af 5 og 10.

Histogrammer over hgjdefordelinger

160 165 170 175 180 185 150 195

160 165

175 180 185 195

Nar man slar to sgjler sammen, skal man altsa sgrge for, at den nye sgjle har samme areal som de
to tidligere havde tilsammen.

8.4 Middelveerdi, Varians og Spredning

Nar man finder middelveerdien af et datasset, svarer det til at finde gennemsnittet at tallene. Man
skriver det oftest som et x med en streg over

7 = middelveaerdi

Hvis vi havde spurgt 10 gymnasieelever om deres lommepenge og faet svarene at 5 fik 50kr/uge, 3
fik 100kr/uge og 2 fik 200kr/uge, sa ville det gennemsnitlige antal lommepenge pr uge veere

5-50+3-100+2-200

0 95

T =

Det vi gjorde, da vi regnede middelvaerdien ud, var at gange observationen (antal lommepenge) med
hyppigheden (antal elever, der fik det givne antal lommepenge). Sa lagde vi alle disse produkter
sammen og dividerede til sidst med det totale antal observationer (10).

Dette leder os frem til folgende formel

T =

S|

K h1'$1+h2'$2+...+hk'$k
i=1
I eksemplet ovenfor er n=10, k=3, x;=>50, h;=>5 osv.
(Du kan leese mere om summationstegnet her)
Man kan ogsa udregne middelveerdien ved at gange frekvensen med observationen og summe det
sammen
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8|

k
=Y firwmi=froai+ forwz ot fio Ty
=1

I ovenstaende eksempel fik 50% af eleverne 50kr/uge, 30% fik 100kr/uge og 20% fik 200kr/uge.

Altsa kunne man have udregnet gennemsnittet som

7 =0,50-50+ 0,30 - 100 + 0,20 - 200 = 95

Formlerne ovenfor kan vi bruge, nar vi har med ugrupperede observationer at ggre. Men hvad ggr
vi s&, nar observationerne er grupperede?

8.4.1 Middelveerdi for grupperede observationer

Nar ens observationer er grupperede, kan man ikke bare tage og gange observationsveerdien med
hyppigheden. For observationerne er jo hele interval og ikke bare en enkelt veerdi.

Det, man ggr, er, at man udplukker midtpunktet af sit interval og bruger som observationsveaerdi.
Hvis ens interval har endepunkterne a og b, finder man altsd midtpunktet pa folgende made:

b— b
m = startveerdi + halvdelen af intervallets leengde = a + 5 @a_a —2|—
eller
b— b
m = slutveerdi — halvdelen af intervallets laengde = b — 3 @_a ;

Vi har altsa formlen for intervalmidtpunktet:

a+b
2

m =

Nar man har fundet sit intervalmidtpunkt, setter man det ind pa x;’ernes plads i formlerne for
middelveerdien af de ugrupperede observationer. Altsa far vi

h1~m1+h2~m2+...+hk~mk
n

Sl
I
3 |-
]~

I
-

7

eller hvis man hellere vil bruge frekvenserne:

fi-mi=fi-mi+ fo-ma+ ..+ fr-myp

?\
'Mk

<
Il
-
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8.4.2 Varians og spredning

Varians og spredning siger noget om, hvor stor spredning, der er i datasaettet. Ligger observatio-
nerne kort eller langt fra middelvaerdien?

Man beregner variansen pa folgende made

k

Var(z) = % > hi(wi —7)* =

i=1

hi(zy — %)% + ho(z2 — %)% + ... + hi(z), — T)?2
n

k
Var(z) = Z filw; —7)% =

= filx1 =T+ fo(@2 —T)* + ... + fu(z — 2)°

Man finder altsa afstanden mellem hver observation og middelveerdien. Denne kvadrerer man, og
sa finder man gennemsnittet af dette.

Spredningen (eller standardafvigelsen) betegnes ofte med o (det graeske bogstav lille sigma). Den
beregnes pa folgende made

o(x) =/ Var(x)

Man bruger tit spredning og varians til at sammenligne forskellige dataseet. Herunder er tegnet
sgjlediagrammer for to datasset. Hver bestar af 22 observationer og de har samme middelveerdi.
Imidlertid er varians og spredning forskellig for de to dataseet.

Var(x)=3,91 Var(x)=1,10
o(x)=198 o(x)=104

1] 1,21 1231 B34l 15l 156l 1671 o 12 23] 13,41 1451 sl 1671

8.5 Sumkurver, kvartilsaet og boksplots

Hvis man har lavet en statistisk undersggelse over folks hgjde, kunne man veere interesseret i at
finde ud af, hvor mange procent, der er under 175 cm, hvor mange procent der er mellem 172 og
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182 em hgje, hvor hgje de 25% mindste er osv. osv.
Sporgsmal af denne type kan let besvares ved hjalp af en sumkurve.
I en sumkurve har man sine observationer hen ad x-aksen og de kumulerede frekvenser op ad y-aksen.

8.5.1 Ugrupperede vs. grupperede

Hvis ens data er ugrupperet, tegner man sin sumkurve ved fra sin observation at ga lodret op til den
kumulerede frekvens. Derefter gar man vandret hen til naeste observation, hvorefter man gar lodret
op til dennes kumulerede frekvens. Man vil altsa fa en trappelignende figur.

Hvis ens data derimod er grupperet, tegner man sin sumkurve ved fra hgjre endepunkt af intervallet
at afsaette den kumulerede frekvens. Nar man har gjort det for alle intervallerne, forbinder man alle
punkterne med rette linjer.

Sumkurver
ugrupperet grupperet
Eksempel pa en sumkurve:
Sumkurve

100

w e
0 ¥ ’/
C
D 7
>
=
9 &0
5w
Sy
]
E =
=]
X 5

10

1 165 170 \7_5 180 185 1

Hojde

8.5.2 Kvartilsaet

Kvartilseettet bestar af tre tal: gvre kvartil, median og nedre kvartil.

Medianen (Med) er det midterste tal af alle observationerne. 50% af observationerne er altsa mindre
end medianen og 50% er stgrre.

Nedre kvartil (Q) er det tal, som 25% af observationerne er mindre end (og 75% stgrre end).
Ovre kvartil (Qg) er det tal, som 75% af observationerne er mindre end (og 25% stgrre end).

Man aflaeser sit kvartilseet i sumkurven.

For at finde nedre kvartil, finder man 25% pa y-aksen. Herfra gar man vandret, til man stgder pa
sumkurven. Nu gar man lodret ned. Det tal, man stgder pa pa x-aksen, er nedre kvartil.

Pa samme made finder man medianen ved bare at ga ud fra 50%, og @¢vre kvartil ved at ga ud fra
75%.
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For sumkurven ovenfor svarer det til

Aflaesning af kvartilszet

%0 e
80 ,/

Kumuleret frekvens
@
2

; a as
o Hogde
Q, = 169,2
Med = 173,75
Qg = 180

Det vil altsa sige, at :

e 25% af eleverne er 169,2 cm eller lavere.
e 50% af eleverne er 173,75 cm eller lavere
e 75% af eleverne er 180 cm eller lavere.

Hvis man vil finde ud af, hvor mange procent af eleverne, der er 172 cm eller lavere, sa gar man
den anden vej end fgr. Man finder 172 pa x-aksen, gar lodret op til man rammer sumkurven og gar
derfra vandret ind til y-aksen.

Vi kan altsa aflaese, at 39% af eleverne er 172 cm eller lavere.

Hvor mange procent er mellem 172 cm og 182 cm hgje?

I dette tilfzelde aflzeser man forst, hvor mange procent, der er 182 cm eller lavere. Derfra traekker
man, hvor mange procent, der er 172 cm eller lavere.

Vi kan afleese, at 79% er 182 cm eller lavere.

Vi kan ogsa aflaese, at 39% er 172 cm eller lavere.
Andelen, der er mellem 172 og 182 cm ma derfor veere 40% (=79%-39%)
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8.5.3 Boksplot

Kumuleret frekvens

Kumuleret frekvens

Sumkurve

0 165 170 175 180 185

Hejde

Sumkurve

190

0 165 170 175 180 185
Hojde

Et boksplot er en overskuelig made at fremstille sit data pa.
For at kunne tegne et boksplot, skal man kende fglgende veerdier:

e median

e gvre kvartil

Man har sine observationer hen ad x-aksen, og tegner sit boksplot pa fglgende made:

mindste observation

nedre kvartil

stgrste observation

190

Bemeerk, at det er ligegyldigt, hvor hgjt oppe, vi tegner vores boksplot. y-aksen har ingen betydning.

I et boksplot geelder altid, at:

e 25% af observationerne ligger mellem Min og Q;

e 25% af observationerne ligger mellem Q; Med

e 25% af observationerne ligger mellem Med og Q3
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Boksplot

e 25% af observationerne ligger mellem Q3 og Max

8.6 Fordelingsfunktion og frekvensfunktion

Efter at have udfert en statistisk undersggelse, veelger man ofte at gruppere sit data.

Man kan plotte sine data i et histogram med lige bredde sgjler. I dette tilfaelde svarer sgjlens hgjde
til frekvensen. Imidlertid bestemmer man selv, hvor bredde ens intervaller skal veere.

Hvis man ggr sine intervaller smallere og smallere, vil histogrammet til sidst blive tilpasset en glat
kurve.

Histogram of data Histogram of data

Den glatte kurve, de tilpasses kaldes frekvensfunktionen eller tethedsfunktionen. Dette skyldes, at
den for hver observation (x-veerdi) siger hvor hgj en frekvens (y-veerdi), denne observation har.

8.6.1 Fordelingsfunktion

Pa samme made hvis vi indtegner de kumulerede frekvenser for data i en sumkurve. Jo smallere vi
ggr intervallerne, des mere glat bliver sumkurven. Den glatte kurve er graf for fordelingsfunktionen.

8.6.2 Sammenhang mellem frekvensfunktion og fordelingsfunktion

I afsnittet om sumkurver sa vi, at vi ud for hver x-veerdi kunne aflaese hvor mange procent i un-
dersggelsen, der var mindre end eller lig med denne veerdi.
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Pa samme made svarer fordelingsfunktionens veerdi i et bestemt punkt til, hvor mange procent af
malingerne, der er mindre end eller lig med denne observation.

Men dette svarer jo til den kumulerede frekvens for denne observation. Det svarer altsa til at leegge
frekvenserne sammen for alle de observationer, der er mindre end eller lig med vores faste punkt.
Dette er jo summen af arealet af sgjlerne i histogrammet, svarende til arealet under frekvensfunk-
tionen til venstre for det faste punkt.

frekvensfunktion fordelingsfunktion

30%

Med brug af integralregning far man altsa denne sammenhang mellem fordelings- og frekvensfunk-
tion.

o
Fordelingsfunktion(zg) = / frekvensfunktion(z) dx

— 00

8.7 Normalfordeling

Nar man laver statistiske eksperimenter, er det ofte man observerer, at data fordeler sig som en
"klokkeform”. Der er flest observationer inde mod midten, og sa fordeler de sig ellers symmetrisk
ud til begge sider.

Et eksempel kunne veere disse data:

Histogram m. norm.ford. kurve
‘ A

|

0.20

Density
010
1

data

Her er tegnet et histogram over noget data (sgjlerne) og derudover er indtegnet en normalforde-
lingskurve (klokkeformet kurve). Man kan se, at data fordeler sig naesten ligesom kurven.
Hvis man lavede intervallerne mindre (herover har de leengde 1), ville sgjlerne passe endnu bedre til

Side 55



1

matematik B-niveau

klokkekurven.
Klokkeformen kan variere i bade hgjde og bredde (atheengig af vores spredning). Men hvis bare data
opfylder at veere fordelt nogenlunde som en klokke, siger vi, det er normalfordelt.

8.7.1 Tjek om data er normalfordelt

Hvis man skal tjekke om noget data er normalfordelt, sa er det smart forst at tegne et histogram
over det og se, om det danner noget, der minder om en klokkeform.

Hvis det er tilfseldet, kan man indtegne det i et normalfordelingspapir. Her skal det danne en ret
linje.

Man kan tegne bedste rette linje af punkterne i normalfordelingspapiret og direkte aflaese mid-
delveerdi og spredning

8.7.2 Hvad er der s=rligt ved normalfordelingen?

Hvis data er normalfordelt geelder der, at medianen (den midterste observation) er lig med mid-
delveerdien (gennemsnittet). Har man sumkurven for en normalfordeling, kan man altsa aflaese
middelvaerdien uden at lave nogen udregninger.

I en normalfordeling ligger data, sa:

e 34,1 % ligger i intervallet [middelveerdi ; middelvaerdi 4+ spredning]
e 13,6 % ligger i intervallet [middelveerdi + spredning ; middelveerdi + 2spredning|
e 23 % ligger i intervallet [middelveerdi + 2spredning ; infty[

Pa samme made fordeler de sig pa den anden side af middelveerdien.

2,3 3

p-26  p-o " p+e  pilo

Der geelder desuden at normalfordelingens frekvensfunktion, ¢, danner en klokkeformet graf og dens
fordelingsfunktion, ¢, et symmetrisk S.
Frekvensfunktionen er givet ved forskriften
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hvor p er middelveerdien og o er spredningen.
Man kan finde veerdier af fordelingsfunktionen ved at integrere frekvensfunktionen.
Hvis vi har en normalfordeling med middelvzrdi 10 og spredning 1, er frekvensfunktionen

1 _ (z—10)2
2

p(r) = ora

Hvis vi gnsker at se, hvor stor en del af vores observationer, der er 8,5 eller derunder, tager vi
fordelingsfunktionens veerdi i 8,5.

8,5 85 1 (ee10)? »
8,5) = r)dr = e 2 dx~0,0668 =06,68
o= [ ewa=[ °

8.8 CHI-test

Nogle gange laver man et forsgg, hvor man pa forhand har en idé om, hvordan udfaldene bgr veere.
Man kan derfor teste, om de observerede vaerdier stemmer overens med de forventede veerdier. Til
at ggre det, kan man bruge x2-test (x er det graeske tegn chi (og altsa ikke et x)).

Vi vil her gennemga, hvordan et y2-test fungerer vha. et eksempel.

Vi kaster 60 terninger og far resultaterne

Antal gjne | Antal terninger
1 5

12

11

16

7

9

S T W N

8.8.1 Forventede vardier

Nar man laver et y2-test, er det forste, man skal ggre, at beregne sine forventede veerdier.

I vores tilfeelde havde vi regnet med at terningerne ville fordele sig med 1/6 (dvs 10 terninger) ud
for hvert antal gjne.

Vi tilfgjer en rackke med forventede veerdier

Antal gjne | Antal terninger | Forventede veerdier
1 5 1/6-60 = 10
2 12 10
3 11 10
4 16 10
5 7 10
6 9 10

Nu er det store spgrgsmal: skyldes afvigelsen tilfeeldigheder, eller er der noget galt med vores ter-
ninger (eller den made vi kastede dem pa)?
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8.8.2 Nulhypotese

Fgrst opstiller man en nulhypotese, Hg.

Den vil typisk veere, at forskellen mellem de forventede og observerede veerdier skyldes tilfaeldighe-
der.

Hvis vi ender med at forkaste vores nulhypotese, kan vi altsa sige, at der er en signifikant forskel
mellem forventet og observeret.

Hvis vi ender med ikke at forkaste (dvs. acceptere) vores nulhypotese, kan vi sige, at der ikke er
nogen signifikant forskel pa forventede og observerede data.

Vores nulhypotese er:

Hy: Antallet af terninger, der viser et bestemt antal gjne er uafhaengigt af, hvilket antal gjne, de
viser.Eller med andre ord: der er lige stor sandsynlighed for at fa hvert antal gjne.

8.8.3 Valg af signifikansniveau

Fgr man laver testet, skal man blive enig med sig selv om, hvad der skal til, for man forkaster
hypotesen.

Udkommet at testet er en procentsats.

Den angiver, hvor stor sandsynligheden er for at fa data, der passer lige sa godt eller darligere til
nulhypotesen end de observerede data - under forudsstning af, at nulhypotesen er sand.

Typisk vil man veaelge et signifikansniveau pa 5%. Dvs. at hvis der (givet at nulhypotesen er sand)
er mindre end 5% chance for at fa de observerede data, sa forkaster vi hypotesen.

Man kan ogsa sige, at signifikansniveauet er risikoen for at forkaste en sand hypotese. Hvis vi gen-
tog vores eksperiment mange gange, ville vi altsa i 5% af tilfeeldene komme til at forkaste vores
hypotese, selvom den var sand.

Det kan foranledige en til at veelge et lavere signifikansniveau. Men jo lavere man saetter sit signi-
fikansniveau, des sveerere bliver det at forkaste nulhypotesen, og derved @gger man risikoen for at
godtage en nulhypotese, selvom den faktisk er falsk.

Det er derfor en afvejning, hvor man ssetter sit signifikansniveau, og det er normen at man bruger
et signifikansniveau pa 5%. Medicinske forspg kraever dog tit et signifikansniveau pa 1%.

Jo sterre forsgg man laver, des mindre bliver risikoen for bade at afvise en sand hypotese og god-
kende en falsk hypotese. (Hvis vi f.eks. havde kastet 600 terninger i stedet for 60)

8.8.4 Frihedsgrader

Til et x2-test er knyttet et antal frihedsgrader.

Hvis der er k observationer, er der k-1 frihedsgrader.

I vores tilfeelde er der 6 observationer, og derved er der 5 frihedsgrader.

Det betyder egentlig, at hvis vi tilfeeldigt skal fordele 60 terninger i de 6 bokse, sa kan vi selv veaelge
hvor mange terninger vi kommer i hver af de fem forste bokse, men i den sidste har vi ingen valg-
frihed, den skal nemlig indeholde forskellen mellem 60 (det totale antal) og det vi har brugt pa de
5 forste.

8.8.5 Udregne chi-teststgrrelsen

Nu er vi kommet til dér, hvor testet rigtigt starter. Nemlig beregningen af vores teststgrrelse. Den
beregnes ud fra fglgende formel:
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_|_

k
2~ (0i —F)? (01 -F)* (02— F)? (O — Fy)?
D B TR

=1

hvor O star far observeret veerdi, og F for forventet veerdi.

Det er klart, at jo lavere y2-teststgrrelsen er, des teettere ligger de observerede veerdier pa de for-
ventede.

Vi udregner x2-teststgrrelsen for vores terningforsgg.

. (5—10)*  (12—-10)*  (11-10)*  (16—10)*  (7—10)?
X="1w T T 1w T 1 T T

(9 - 10)% _

0 7,6

Vores teststgrrelse er altsa 7,6.

8.8.6 Konklusion pa test

Nar vi har fundet vores y2-teststgrrelse skal vi have omsat den til en konklusion pa testet.

Der er to mader at ggre det pa.

Den fgrste (der er mest gammeldags og mest intuitiv) er at benytte et y?-skema. Man aflaeser sin
kritiske veerdi ud for antallet af frihedsgrader og signifikansniveau.

I vores terningforsgg var der 5 frihedsgrader og vi havde valgt et signifikansniveau pa 5% (0,05).

Vi kan dermed aflaese vores kritiske veerdi til 11,07.

Degrees of Probability

Freedom | 095 090 080 070 050 030 020 0.10 001 0.001

1 0004 002 006 015 046 107 164 271 384 664 1083
2 010 021 0456 071 139 241 322 460 5.99 921 1382
3 035 058 1.01 142 237 3686 464 625 782 11.34 1627
4 071 1.06 165 220 336 488 599 778 949 1328 1847
BJ |21 161 23 s00 435 606 720 024 15.00 2052
163 220 307 383 535 723 B56 1064 | 1259 16.81 22.46
217 283 382 467 635 838 080 1202 | 1407 1848 24.32
273 349 459 553 734 952 1103 1336 | 1551 20.09 26.12
882 417 538 639 834 1066 1224 1468 16.92 21.67 27.88
894 486 618 727 934 1178 1344 1599 | 1831 2321 2959

5 e e s

Nonsignificant Significant

Hvis vores teststgrrelse er stgrre end den kritiske veerdi, forkaster vi nulhypotesen, og hvis den er
lavere, accepterer vi den.

Vores x?-teststgrrelse var 7,6, der er lavere end 11,07, og derfor accepterer vi nulhypotesen.

Den anden méde at konkludere pa i y2-testet er ved at finde p-veerdien: sandsynligheden for at de

observerede data optreeder givet at nulhypotesen er sand.
Den kan bl.a. findes i Excel ved at skrive =CHIFORDELING(teststprrelse;frihedsgrader)
I vores tilfzelde ville det give

" = CHIFORDELING(7,6 ; 5)” = 0,18 = 18%
Det vil sige, at hvis nulhypotesen er sand, er der 18 % chance for at vores data (eller noget der er
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vaerre) optraeder. Da de 18 % er hgjere end vores signifikansniveau pa 5%, accepterer vi hypotesen.
Opsamling

- Find forventede veerdier
- Opstil Hy - Veelg signifikansniveau og find antal frihedsgrader
- Udregn teststgrrelse

Og herefter:

- Aflzes kritisk veerdi i y2-skema. Hvis teststorrelsen er stgrre end den kritiske vaerdi, afviser vi Hy,
- Eller find p-veerdi. Hvis p-veerdien er mindre end signifikansniveauet, afviser vi Hy.
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