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1 Vektorer i 3D

1.1 Koordinatsystemet i 3D

I rumgeometrien arbejder man med tredimensionelle koordinatsystemer. Hvor man i to dimensioner
kun har to akser (x og y), har man i tre dimensioner tilfgjet en ekstra akse, z-aksen.

Man kan sammenligne det med et veerelse. I to dimensioner har vi en plantegning, hvor vi ser
veerelset oppefra. Vi kan se hvordan mgblerne star pa gulvet i forhold til hinanden. Men vi kan
ikke se, hvor hgje de er. I tre dimensioner har vi tilfgjet hgjden, sa vi udover at se, hvordan mgblerne
er placeret i forhold til hinanden ogsa skelner mellem gverste og nederste hylde i reolen.

Man tegner typisk akserne, sa x-aksen peger udad, y-aksen henad og z-aksen opad.

Man afleeser et punkts koordinater ved forst at ga ud af x-aksen, indtil man er naet pa linje med
punktets x-veerdi. Derefter gar man parallelt med y-aksen, indtil man er naet pa linje med punktet,
og til sidst gar man op parallelt med z-aksen, indtil man nar pa linje med punktet.

Za

(%9 1%.%0)

Hvis man skal afsaette et punkt i et tredimensionelt koordinatsystem, finder man punktet i xy-
planen med de rigtige x- og y-veerdier. Dette punkt har koordinaterne (x, y, 0). Herfra gar man
lodret op (eller ned) til man nar den rigtige z-veerdi. Herunder er punktet (3, 4, 5) indtegnet.

zd\

5 T~ oe45)

Y

(3.4.0)
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1.2 Vektorer i 3D

Praecis som i 2D er en 3D-vektor en pil med en retning og en leengde.

I 3D har en vektor tre koordinater, der svarer til vektorens leengde (regnet med fortegn) i hver
af de tre aksers retninger. Fgrste koordinaten svarer altsa til, hvor langt man gar langs x-aksen,
andenkoordinaten hvor langt man gar langs y-aksen, og tredjekoordinaten langs z-aksen.

zd\

C_l. a
ay 3
2 N
Y
X

a1
E} = a9
as

De fleste begreber om vektorer fra 2D kan overfgres direkte til 3D. Imidlertid gzelder det ikke for
tveervektor-begrebet. I rummet kan man nemlig ikke tale om at rotere en vektor 90° mod uret, da
"mod uret”afhaenger af, hvor man ser fra. Der vil saledes veere uendeligt mange mader at konstruere
en vektor pa, der star vinkelret pa en bestemt vektor. Herunder er tegnet to vektorer, b og c, der
begge star vinkelret pa vektor a (men som ikke er vinkelrette pa hinanden)

zJ\

ol

ol

ol
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Udover tveaervektorbegrebet, overfgrer vi heller ikke determinanten til 3D. Dette skyldes, at deter-
minanten er defineret ud fra tvaervektorer. Men ellers overfgres alle de andre begreber. Nulvektoren
i 3D er saledes
%
0

o O O

En stedvektor har samme koordinater, som det punkt, den fgrer hen til. Man kan konstruere en
vektor mellem to punkter ved at treekke deres koordinater fra hinanden

by —ay
/@: bg—ag
b3—a3

1.3 Addition, subtraktion og prikprodukt

Man regner med vektorer i 3D pa nogenlunde samme made som i 2D. Vi definerer saledes regne-
operationerne som

a1—|—b1
= |a2+be
asz + b3

%
a+ b

+

CLlfbl
7—?: ag—bQ
ag—b3

t-a1
= t'CLQ
t~a3

Med ord siger vi, at vi laegger to vektorer sammen (eller traekker dem fra hinanden) ved at legge
sammen (eller trackke fra) koordinatvist, og at vi forleenger/forkorter en vektor ved at gange med
skaleringsfaktoren pa hver koordinat.

Skalarproduktet /prikproduktet i 3D er ogsa defineret pa samme made som i 2D ved at vi ganger
sammen koordinatvist og leegger produkterne sammen.

%
a-b = a1b1 + asbs + asbs

Der galder stadig, at to vektorer er ortogonale (vinkelrette pa hinanden) hvis deres skalarprodukt
er 0.

Regnereglerne minder meget om dem for vektorer i 2D. I videoen herunder kan du se nogle ek-
sempler pa udregninger af vektorsummer, -differenser og skalarprodukter i 2D.

1.4 Laengde af vektor

Nar vi skal beregne leengden af en vektor i 3D, bruger vi en formel der minder meget om 2D-formlen
@)= Jai + a3+ a3
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Som et eksempel kan vi udregne leengden af vektoren med koordinaterne 2, 4 og 6.

2
4| =+/22 442462 =4+ 16 1 36 = /56 ~ 7,48

Hvis vi skal forklare, hvorfor formlen ser sadan ud, skal vi holde tungen lige i munden og ggre brug
af Pythagoras to gange.

ol

Fra slutpunktet af vektor a gar vi lodret ned indtil vi nar ned i samme hgjde som startpunktet.
Dette punkt kalder vi B. Vi tegner vektoren b mellem startpunktet for vektor a og punktet B.

Nu kan vi se, at vektor a udggr hypotenusen i en retvinklet trekant (lysergd) med vektor b som
den ene katete, og ag som den anden. Altsa kan vi udregne lzengden af vektor a, hvis vi bare kender
leengden af vektor b.

Vektor b udger imidlertid hypotenusen i en anden retvinklet trekant (lysebla) med kateterne a; og
ag. Derfor kan vi udregne lengden af vektor b vha. Pythagoras.

%

|6 % = |ar* + |az|?
%

|b? =af+ a3

Grunden til at vi brugte numeriske tegn om a; og as var, at vi skulle bruge leengderne af kateterne,
og vi ikke vidste om koordinaterne var positive eller negative. Nar vi seetter i anden, far vi imidlertid
altid et positivt tal, hvorved vi kan ophaeve de numeriske tegn.

Nu kan vi bruge Pythagoras til at udregne leengden af vektor a

— .

@ =01+ agf?
= (1? + (13 + |(JL3|2
=i +a3+a3

@)= Jai +a3+ a3
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1.5 Krydsprodukt

Nar man har med 3D-vektorer at ggre, findes der en ny regneart. Den kaldes krydsproduktet eller
vektorproduktet. Man krydser to vektorer med hinanden pa fglgende made

az by
as bz
N b azbz — azbs
— _ ai 1 o
axb=|- a b = agbl—albg
3 03
ai1ba — asb
a1 by 102 201
a9 b2

Bemeerk, at nar man krydser to vektorer med hinanden, sa far man en ny vektor.

Huskeregel

Der findes en made, sa det er lettere at huske, hvordan man udregner krydsproduktet.

Nar man skal finde fgrstekoordinatet i krydsproduktsvektoren, sa holder man en hand over de to
forstekoordinater og udregner determinanten af det tiloversblevne.

Nar man skal udregne andenkoordinatet, holder man for de to andenkoordinater og udregner
determinanten af det tiloversblevne. Nar man har gjort det skal man huske at sstte et minus
foran!

Nar man skal udregne tredjekoordinatet i krydsproduktsvektoren holder man for tredjekoordina-
terne og tager determinanten af det synlige.

Vi illustrerer huskereglen ved et eksempel.

Vi gnsker at udregne krydsproduktet

Vi holder en hand over fgrstekoordinaterne og finder determinanten af de fire tal, der er synlige
‘2 5

3 6‘:2~6—3~5=12—15=—3

fgrstekoordinatet er altsa -3
Nu holder vi for andenkoordinaterne og finder determinanten af de fire synlige tal
’1 4

3 6’:1-6—3-4:6—12:—6

Ved andenkoordinatet skal man huske at ssette minus foran! Sa andenkoordinatet bliver altsa 6

Til sidst holder vi en hand over tredjekoordinaterne og udregner determinanten af de fire synlige
tal

1 4
‘2 5‘ =1-5-2-4=5-8=-3
Krydsproduktet giver altsa
1 4 -3
2| x|5] =16
3 6 -3
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Egenskaber ved krydsproduktet

Nar man finder krydsproduktet af to vektorer, vil krydsproduktsvektoren sta vinkelret pa begge
de to oprindelige vektorer.

o+

Vi kan tjekke, at det er rigtigt i eksemplet ovenfor ved at prikke hver af vektorerne sammen med
krydsproduktsvektoren

1 -3

2 6 | =1-(-3)+2-6+3-(-3)=-3+12-9=0
3/ \-3
4\ (-3

501 6] =4-(=3)+5-6+6-(—3)=—12+30—18=0
6/ \-3

Da begge prikprodukter giver 0, betyder det at hver af vektorerne er ortogonale med krydsproduk-
tet.
Areal af parallellogram

Udover at sta vinkelret pa begge vektorer, sa er laengden af krydsproduktet lig med arealet af det
parallellogram, der udspandes af de to vektorer.

-
Aparallellogram = ‘ adxb |
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Za
Y
dxb
-’
b
d
LY
Yy
X
F.eks. kan arealet af parallelogrammet udspaendt af vektorerne
1 4
2] oglb
3 6
udregnes som:
1 4 -3
21 x [5]l=1{[ 6 || =V (-3)2+62+(=3)2
3 6 -3

=V9+36+9=54
~ 17,35

Parallelle vektorer

Hvis krydsproduktet af to vektorer giver nulvektoren, betyder det, at de to vektorer er parallelle.

- = —
Adxb=0 < d|b.

Dette skyldes, at leengden af krydsproduktet mellem to vektorer kan skrives som

— —
@ x 3| =@ |sin(v) ,

hvor v er den udspsendte vinkel mellem de to vektorer. Da sin(0) = sin(7) = 0 betyder det altsa,
at hvis de to vektorer er enten ensrettede eller modsatrettede parallelle, sa er leengden af deres
krydsprodukt nul. Da leengden af krydsproduktet er givet som kvadratroden af en sum af positive
storrelser medfgrer det altsa at hvis leengden er nul, ma krydsproduktet ngdvendigvis ogsa veaere

det.

1.6 Linjer i rummet

Nar man arbejder med linjer i rummet, bruger man stort set kun deres parameterfremstilling. I
princippet kan man ogsa opskrive en ligning for linjer i rummet, men det er en grim formel, som

er sveer at anvende i praksis.
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Parameterfremstillingen for linjen er stort set som i 2D bare med et tredje koordinat pa retnings-
vektoren og det faste punkt.

Et punkt (x, y, z) ligger saledes pa en ret linje, hvis det opfylder ligningen

i i) 1
yl=1v |+t |r
z Z0 T3

Dette kan ogsa skrives som
——
OP =OF, +t-7
Man kan ogsa skrive parameterfremstillingen som funktioner for hver koordinat:
r=x9+1t-1

Yy=yo+t-re

Z2=2z0+1t-73

Parameterfremstillingen for linjer i rummet fungerer pa samme made som i planen. Man starter i

et punkt pa linjen og derfra kan man na alle punkter pa linjen ved at ga en forleengelse/forkortelse
af retningsvektoren ud fra punktet.

z

'S
\ [
-
P=Po+tr
4
L'
Y
X
Et eksempel pa en parameterfremstilling er
T 2 1
yl=13]+t-|1
z 0
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1.7 Vindskaeve linjer

Hvis man har to linjer i rummet kan de ligge pa tre forskellige mader i forhold til hinanden.

De kan

1. veere parallelle
2. skeere hinanden i et punkt

3. vare vindskaeve

Lad os se pa de tre tilfeelde hver for sig.

Parallelle

Man kan undersgge, om to linjer er parallelle ved at se om deres to retningsvektorer er parallelle.
Dette kan ggres pa to mader. Enten kan man undersgge om den ene er en forlaengelse af den anden.

F.eks. er

O O W

en forlengelse af

fordi man kan skrive

Den anden metode til at tjekke for parallelitet er ved at undersgge om krydsproduktet giver 0.
Hvis de to retningsvektorer betegnes med r og q geelder nemlig:

1 q1 N
rol x| =0 & 7|7
T3 qs

Hvis linjerne er parallelle har de enten 0 skaeringspunkter eller uendeligt mange skaeringspunkter
(dette sker, hvis de to linjer er ens)

Et skeeringspunkt

Hyvis linjerne ikke er parallelle, kan man undersgge, om de skaerer hinanden i ét punkt. Det gor man
ved fgrst at saette ligningerne for de to x- og y-koordinater lig hinanden. Det vil give to ligninger
med to ubekendte (de to parametre), som vi kan lgse.

Nar vi sa har fundet lgsningerne, sa saetter vi parametrene ind i ligningerne for z-koordinaterne og
ser, om vi far samme z-koordinat. Hvis dette er tilfzeldet, har vi fundet et skaeringspunkt. Og hvis
vi ikke far samme z-koordinat, sa skeerer de to linjer ikke hinanden.
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Vi prgver med et eksempel. Vores linjer 1 og m er givet ved

T 1 3
l yl=(2]+¢t- |1
z 4 2
T 5 2
m yl=1(1]+s-14
z 3 2

Vi kan skrive ligningerne for x- og y-koordinaterne saledes:

ry=1+3t
n=2+1-1
Ty = 5+ 28
Ym = 1+ 4s

Vi saetter x-veerdierne lig hinanden og y-veerdierne lig hinanden

14+3t=5+12s

24t=1+14s

Vi lgser de to ligninger med to ubekendte og nar frem til

s=0,7 og t=1,8

Nu skal vi indszette disse s- og t-veerdier i ligningerne for z-veerdierne.

4 =4+2t=4+2-1,8=7,6
tm =3 +2s=3+2-0,7=4,4

Da vi far to forskellige z-veerdier, betyder det, at de to linjer ikke skeerer hinanden.

Vindskaeve linjer
Hvis to linjer hverken er parallelle eller skeerer hinanden, sa kaldes de ”vindskaeve”. Pa billedet

herunder har vi forsggt at afbilde to vindskaeve linjer. Deres retningsvektorer er ikke parallelle, og i
det punkt, hvor de har samme x- og y-vaerdier (de to sorte punkter), er deres z-vaerdier forskellige.
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Det ligner, de skzerer hinanden et sted, men det er fordi, det er sveert at tegne tredimensionelt i
to dimensioner. I det tilsyneladende skaeringspunkt er den grgnne linje ”leengere inde i skaermen”,
mens den orange er tattere pa os.

Man kan forestille sig to vindskeeve linjer som en bil, der kgrer ad en lige vej nede pa jorden (den
ene linje) og et fly, der flyver ligeud oppe i luften (den anden linje). Selvom flyet krydser henover
vejen, sa vil bilen og flyet ikke stgde sammen, da flyet befinder sig flere km over vejen.

1.8 Planer

Et plan er en to-dimensional stgrrelse i et tredimensionelt rum. Man kan forestille sig et plan som
et stykke papir, der befinder sig i et tredimensionelt rum, og som breder sig uendeligt ud. Ligesom
du kan haeve eller seenke et stykke papir eller rotere det, saledes at det vender pa alle mulige skaeve
mader, sa kan du ogsa gere det med et plan.

Nedenfor er tegnet et plan.
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Normalvektor

Ligesom vi i 2D snakkede om at linjer havde normalvektorer, snakker vi i 3D om at planer har
normalvektorer. Man kan faktisk definere et plan som alle de vektorer, der star vinkelret pa en
(normal)vektor.

Herunder har vi tegnet en rgd vektor og 9 grgnne vektorer, der alle star vinkelret pa den. Det ses,
at de grgnne vektorer ligger i den samme plan.

$%

N\Y

Man betegner tit planer med graeske bogstaver sasom « og 3
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1.9 Planens ligning

Man kan beskrive et plan ved hjalp af en ligning. Planens ligning er

a(x —xo) + by —yo) +c(z — 2) =0

Her er (%o, yo, Zo) et punkt i planen og

er en normalvektor til planen.

Man kan ogsa skrive ligningen om til

ar+by+cz+d=0

hvor man har ganget parenteserne ud og samlet alle konstanterne i én, nemlig d.

At planen har denne ligning, betyder, at planen bestar af alle de punkter (x,y,z), der opfylder
ligningen. Dvs. alle de punkter (x,y,z), der gor, at der star det samme pa venstre og hgjre side af
lighedstegnet.

Man kan afggre om et punkt ligger i et plan ved at indsatte dets koordinater i ligningen, og se
om man far 0 ud af det. F.eks. kunne man gnske at finde ud af om (2, 4, 5) ligger i planen med
ligningen 3x+b5y-2z+7=0.

Vi saetter ind

3:245-4-2.54+7=6+20-104+7=23+#0

Da punktet ikke opfylder ligningen, ligger det ikke i planen.

Finde ligningen for planen, hvis man kender to vektorer

Hvis man tegner to ikke-parallelle vektorer (fra samme begyndelsespunkt), vil de udspsende et
plan. Det vil sige, at man kan finde én (og kun én) plan, som de begge to ligger i. Det er let at
opskrive en ligning for det plan. Alt vi skal kende er et punkt i planen og en normalvektor til
planen.

Som punkt kan vi bruge begyndelsespunktet for vektorerne. Som normalvektor kan vi bruge
krydsproduktet af de to vektorer, fordi krydsproduktet star vinkelret pa begge vektorer.

Hvorfor ser ligningen sadan ud?

Lad os prove at se pa, hvorfor planens ligning ser ud som den ggr. Vi ved, at normalvektoren star
vinkelret pa alle vektorer i planen. Hvis punktet P(x,y,z) ligger i planen, s& ma vektoren

RoP

ogsa ligge i planen, fordi den er en vektor mellem to punkter i planen.

Det betyder, at den er vinkelret pa normalvektoren

W L Byb
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Og det betyder sa igen, at deres prikprodukt er 0.

7 BP =0

Vi skriver de to vektorer ud med koordinater

a T — Tg
y—yo | =0
c z— 20

Nu prikker vi vektorerne sammen, og far

a(x — o) +b(y —yo) +c(z —20) =0

hvilket er planens ligning.

1.10 Planens parameterfremstilling

Ligesom linjen har en parameterfremstilling, sa kan man ogsa lave en parameterfremstilling for
planen. Det kraever, at man kender ét punkt i planen og to ikke-parallelle vektorer, der ligger i
planen.

Parameterfremstillingen for planen ser saledes ud:

€T Zo P1 q1
Yyl =% | +s-|p2]+t-|a
z 20 D3 q3

eller skrevet kortere

OP=0Py+s T+t 7

Vektorerne p og q kaldes retningsvektorer for planen.

Planens parameterfremstilling fungerer pa den made, at man kan na ud til alle punkter i planen
ved at starte i Py og derfra ga forst et stykke parallelt med den ene vektor og dernaest et stykke
parallelt med den anden. Nedenfor er tegnet, hvor man gar 3 af den ene vektor og 2 af den anden
ud fra punktet for at na frem til det orange punkt.

3p
2q
2q
?V/sg
R, g

Ved at saette forskellige tal ind pa s’s og t’s plads kan man na ud til alle punkter i planen.
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Finde ligning nar man kender parameterfremstilling

Hvis man kender parameterfremstillingen for et plan, kan man let finde dens ligning. Man finder
normalvektoren ved at krydse de to retningsvektorer med hinanden

R=Fxq

og man kender allerede et punkt i planen. Sa kender man alt, hvad man har brug for for at kunne
opskrive en ligning for planen

Finde parameterfremstilling, hvis man kender ligning
Hvis man kender ligningen for et plan, kan man ga den anden vej og finde en parameterfremstilling
for planen.

Vi illustrerer metoden med et eksempel.

a: 2x44y—62—-1=0

Forst isolerer man den ene variable. Man bestemmer selv hvilken. Vi velger at isolere z.

1
=_——2+3
x 3 Y+ 3z

Nu lader man de to andre variable veere parametrene. Vi satter y=s og z=t. Dermed har vi de tre
ligninger

1
x=§—25—|—3t

y=s
z=1t
Vi kan ogsa skrive det som
L 2-5+3-¢
xr=— — -8 .
2

y=0+1-5+0-¢

z=040-s+1-¢

og dette kan pa vektorform skrives som

x 1 -2 3
y]l=10]+s 1 1+¢t-10
z 0 0 1

hvorved vi er naet frem til en parameterfremstilling for planen.
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1.11 Vinkel mellem linje og plan

Hvis man har en linje og et plan, vil de skeere hinanden i et punkt (medmindre de er parallelle),
og der vil dannes en vinkel imellem dem.

Denne vinkel kan vi beregne.
Fgrst finder man vinklen mellem planens normalvektor og linjens retningsvektor.

Dette ggr man med den formel, vi kender fra 2D

Hvis vi traekker denne vinkel fra 902 far vi vinklen mellem linjen og planen

v=090°—u

Det kan illustreres med fglgende tegning

Der findes et lille trick man kan bruge, for at spare lidt tid. Sinus og cosinus er komplimentaere
funktioner, derfor geelder fglgende

sin(f) = cos(90° — 0)

Vi viste fgr hvordan vi fandt vinklen v, nemlig ved at trackke vinklen u fra 90 grader, hvilket
minder meget om ovenstaende ligning. Derfor kan man ggre fglgende

: T
sin(v) = cos(u) = CiBlKi

Man kan med fordel bruge sinus, og dermed spare sig selv en beregning, men det er ikke forkert at
bruge cosinus og derefter bestemme v, som det er vist ovenfor.

1.12 Vinkel mellem to planer

Hvis man har to planer « og 3, kan man beregne vinklen mellem dem.

Man starter med at finde vinklen mellem de to planers normalvektorer. Dette ggr man med den
formel, vi kender fra 2D.

cos(v) = M -1

— ﬁ

Inal - np]
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Vinklen mellem normalvektorerne danner dog to vinkler, en stump og en spids, alt efter hvordan
man definerer sine normalvektorer. Hvis vinklen v er vinklen mellem planerne, sa vil vinklen mellem
normalvektorerne i det spidsvinklede tilfeelde ogsa veere v. I det stumpvinklede tilfzelde vil vinklen
mellem normalvektorerne veere u, hvoraf vinklen mellem planerne, v, findes ved v = 180° — u.

Man kan illustrere det stumpvinklede tilfaelde ved hjeelp af folgende tegning. Tegningen er kun 2D,
men man kan forestille sig, at det er tveersnittet af to planer i rummet.

n1

n2

Her ses den stumpe vinkel, u, mellem de to normalvektorer, nl og n2. Man finder vinklen mellem
de to planer, rgd og bla linje, ved 180° — .

Det spidsvinklede tilfzelde kan ses nedenfor. Her ses det, at den spidse vinkel mellem de to normal-
vektorer er lig vinklen mellem planerne.

n2
ni

1.13 Skeering mellem linje og plan

Nar man skal se, hvordan linjer og planer forholder sig i forhold til hinanden, er der tre muligheder.

e Hvis linjen ligger i planen (dvs. at bade retningsvektoren og det faste punkt ligger i planen), er
der uendeligt mange skezeringspunkter.

e Hvis linjens retningsvektor ligger i planen, men det faste punkt ikke gor, sa er der ingen skeeringer.
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e Hvis linjens retningsvektor ikke ligger i planen, er der ét skaeringspunkt.

00 skaeringspunkter 0 skeeringspunkter 1 skeeringspunkt

Man kan undersgge om retningsvektoren ligger i planen ved at prikke den med planens normalvek-
tor. Hvis prikproduktet giver 0, er de to vektorer ortogonale og det vil sige, at retningsvektoren
ligger i planen (hvis planen er givet ved en parameterfremstilling og ikke en ligning, kan man finde
normalvektoren ved at krydse planens to retningsvektorer med hinanden)

Hvis retningsvektoren ligger i planen, kan man undersgge om linjens faste punkt ogsa ligger i
planen. Det ggr man ved at indssette punktet i planens ligning og se, om den er opfyldt. (Hvis
planen er givet ved en parameterfremstilling, seetter man punktet ind pa venstre side og bruger to
af de tre ligninger til at isolere s og t. Dernaest indsaetter man s- og t-veerdierne i den tredje for at
undersgge om den er opfyldt).

Hvis retningsvektoren ikke ligger i planen, kan man beregne skaeringspunktets koordinater.

Find skaering, nar plan er givet ved ligning
Hvis planen er givet ved en ligning og linjen ved parameterfremstilling, sa finder man skaeringen
mellem dem pé folgende made:

Forst indssetter man hver enkelt koordinatfunktion fra linjen i planens ligning. Dernsest isolerer
man t. Den fundne t-veerdi indszettes slutteligt i linjens parameterfremstilling, og det punkt, man
nar frem til er skeeringspunktet.

Lad os tage et eksempel:

a: 224+3y—2+4+4=0

Vi kan skrive linjens parameterfremstilling om til de tre koordinatfunktioner

r=1+4+2t
y=05—2t
z2=04+t=1t

Disse funktioner satter vi sa ind pa x’s, y’s og z’s pladser i planens ligning

21+2t)+3(5—2t) — (0+1)+4=0
244t 4+15—6t—t+4=0
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—3t+21=0

t="=7

Vi har altsa fundet ud af, at linje og plan skzerer hinanden, nar t=7. Nu mangler vi bare at indsztte
t=7 i linjens parameterfremstilling for at finde frem til skeeringspunktet

x 1 2 14+7-2 15
yl=\(5]1+7-|-2]=|5-7-2]=1-9
z 0 1 0+7-1 7

Skeeringspunktet er derfor (15, -9, 7)

Find skaring, nar plan er givet ved parameterfremstilling

Hvis planen er givet ved en parameterfremstilling, kan man enten omskrive parameterfremstilingen
til en ligning og g@re som ovenfor, eller man kan lgse tre ligninger med tre ubekendte.

Lad os tage et eksempel

T 0 2 T =2u
l y|l =10 +u-|—-1 = Yy=-u
z 1 1 z=14u
x 1 1 3 r=14+s+3t
«@ yl=(1]+s-|2|+¢t-[0 & y=1+4+2s(4+0-1)
z 2 0 1 z2=2+1t(4+0-5)

Bemeerk, at vi har givet alle parametrene forskellige navne, saledes at linjens parameter hedder u,
mens planens hedder s og t.

Nu seetter vi ligningerne for x lig hinanden, ligningerne for y lig hinanden og ligningerne for z lig
hinanden.

2u=1+s+3t
—u=1+2s

l+u=2+t

Vi starter med at isolere en af parametrene i en af ligningerne. Lad os isolere u i den tredje ligning

u=24+t—-1=1+4t¢

Dette saetter vi nu ind pa u’s plads i de andre ligninger

2(14t)=1+s5+3t

—(14t)=142s

Nu star vi med to ligninger med to ubekendte. Vi isolerer s i den gverste

s=201+1)—1-3t=2+2t—1-3t=1—¢
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Dette seetter vi nu ind pa s’s plads i den anden ligning

—(14t)=1+2(1-1)
“1—t=1+42-2t
—t+2=14+2+1

t=4

Nu ved vi at t=4, og vi kan indsatte dette i udtrykkene for u og s

u=1+t=1+4=5

s=1—t=1-4=-3

Nu indsaetter vi enten u-veerdien i linjens parameterfremstilling eller s- og t-veerdierne i planens pa-
rameterfremstilling. Lige meget i hvilken vi indszetter, nar vi frem til skeeringspunktet. Vi indszetter
u=>5 i linjens parameterfremstilling

T 0 2 0+5-2 10
yl=(0]+5-[-1]=(0+5-(-1)] =|-5
z 1 1 14+5-1 6

Altsa skeerer linjen planen i punktet (10, -5, 6).

1.14 Skeering mellem planer

Hvis man har to planer, kan de ligge pa tre forskellige mader i forhold til hinanden.

e Hvis de to planer er ens (deres normalvektorer er parallelle, og de har et faelles punkt), sa skeerer
de hinanden over hele planen.

e Hvis de to planer er parallelle (deres normalvektorer er parallelle, men de har ingen feelles
punkter), sa skeerer de to planer ikke hinanden.

e Hvis de to planers normalvektorer ikke er parallelle, vil planerne skaere hinanden i en linje.

alle punkter i
planerne er
skeeringspunkter

planerne skaerer

0 skeeringer
hinanden i en linje

Man starter med at undersgge om planerne er parallelle. Det ggr man ved at undersgge om deres
normalvektorer er parallelle. Man krydser de to normalvektorer med hinanden. Hvis krydspro-
duktet giver nulvektoren, er de parallelle. (Hvis den ene (eller begge) planer er givet ved para-
meterfremstilling, finder man planens normalvektor ved at krydse dens to retningsvektorer med
hinanden).

Hvis planerne er parallelle, undersgger man om de er sammenfaldende eller ej. Man undersgger
om det faste punkt fra den ene plan ligger i den anden ved at indsaette i dens ligning. (Hvis en

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 24

eller begge planer er givet ved parameterfremstilling kan man tage det faste punkt fra den ene
og indseette pa venstresiden af den anden. Sa lgser man to af ligningerne med to ubekendte. De
fundne parameterveerdier indsaettes sa i den tredje ligning. Hvis den er opfyldt, ligger punktet i
begge planer).

Hvis planerne ikke er parallelle, skeerer de hinanden i en linje. Vi beviser fgrst, at krydsproduktet
af de to planers normalvektorer udggr en retningsvektor for skeeringslinjen.

Bevis for skaeringslinjens retningsvektor

Antag, at vi kender et punkt P(xg,yo,20), som ligger pa skaeringslinjen mellem to planer med
ligningerne hhv. av: a1 -z +as-y+as-z2+koa=00g f:b1-x+by-y+bs-z2+ksg=0.

En normalvektorer til hver af planerne er da:

ai b1
— —
Na=|a2], g =|bo

as b3

og krydsproduktet mellem normalvektorerne er en vektor, 7
asg - b3 —as - bz

7:ﬁa><ﬁ>ﬁ: a3~b1—a1-b3
ay-by —az- by

Vi betragter en linje [, som inkluderer punkt P og har 7 som retningsvektor. Denne linje kan
beskrives ved parameterfremstillingen:

l:(x,y,z):(zo,yo,zo)+t~7, hvor —oco <t < 400

Vi indseetter nu parameterfremstillingen for linjen [ i ligningerne for de to planer, idet vi i sidste
linje af udregningerne for hver plan udnytter, at koordinatsaettet til punkt P opfylder planens
ligning;:

Planen «:
ar-(xo+t-(ag-bz—as-ba))+az-(yo+t-(as-b1—ai-b3)) +az-(20+t-(a1-ba—as-b1))+ka

= (@120 + agyo + azzo + ko) +1t- (a1a2b3 — arazby + azaszby — aza1bs + azai1by — azazby) = (a1 +
a2y0+a320+k‘a)+ﬁ'0:0

Planen £:

by - (xo+t-(az-bs—ag-ba))+ba-(yo+1t-(az-br—ai-b3)) +b3-(20+t-(a1-ba—az-b1))+kg
= (bixo + bayo + b3z + k) + t - (bragbs — bragbs + baagby — baaibs + bsaibs — bgash) = (bizo +
bayo + bszo + kg) +1-0=0

Parameterfremstillingen for linjen [ ses at opfylde begge planers ligning, og vi har hermed bevist,

at vektoren 7 = T4 X 75 er retningsvektor for skeeringslinjen mellem de to planer.

Lad os herefter se pa, hvordan vi i praksis bestemmer en parameterfremstilling for skaeringslinjen.

Begge planer er givet ved ligninger

Hvis begge planer er givet ved ligninger, finder man skeaeringslinjen ved fglgende fremgangsmade.
Fgrst krydser man de to normalvektorer med hinanden. Deres krydsprodukt er retningsvektoren
for skaeringslinjen. Dernzest skal man finde et punkt pa linjen. Det ggr man ved at seette et fast tal
ind i stedet for en af de variable (typisk z=0) og lgse de to ligninger med to ubekendte. Derved vil
man opna et punkt der ligger pa skeeringslinjen.

Nu kan man sammensatte det i en parameterfremstilling

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 25

Lad os illustrere med et eksempel.

a: rz—3y+z—1=0

B: 2x—>5y—224+4=0

Vi afleeser normalvektorerne ud fra ligningerne

Skaeringslinjens retningsvektor er krydsproduktet af de to normalvektorer

1 2
7 = ﬁa X ﬁg = ) X -5 =
1 -2
-3 -5
1 -2
_ _‘ b2 ’ _
1 2
-3 )
11
= 4
1

Nu saetter vi z=0 i de to ligninger

r—3y+0-1=0

20 —bhy—2-04+4=0

Vi lgser de to ligninger med to ubekendte ved substitutionsmetoden

r—3y—1=02=3y+1

2By +1)—5y+4=06y+2—-5y+4=0<y+6=0<y=—6

=3 (—6)+1=—-18+1=—17

Nu har vi punktet (-17, -6, 0) som ligger pa skeeringslinjen.

Skeeringslinjen har derfor parameterfremstillingen

T —17 11
l: yl=|-61]+t-]4
z 0 1
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Et plan er givet ved ligningen, den anden ved parameterfremstilling
Hvis den ene plan er givet ved ligning og den anden ved parameterfremstilling, sa finder man
skaeringslinjen pa folgende made.

Forst indssetter man hver enkelt koordinatfunktion fra parameterfremstillingen i den anden plans
ligning. Derngest isolerer man den ene parameter. Dette indssetter man sa igen i parameterfrem-
stillingen, hvorved man kan reducere til linjens parameterfremstilling.

Lad os se pa et eksempel:

a: 2x—y+32=0

x 1 2 -1
S8 yl={1]+s-{0] +¢ 3
z 0 1 2

Vi kan omskrive parameterfremstillingen til de tre koordinatfunktioner

r=1+4+2s—1
y=143t
z=s+2t

Disse indseetter vi nu i ligningen og isolerer den ene parameter

2(14+2s—1t)— (1 4+3t) +3(s+2t) =0
24+45s—-2t—-1-3t+3s+6t=0
1+7s+t=0
t=—-1-17s

Nu indsatter vi dette pa t’s plads i de tre koordinatfunktioner

r=142s—(-1-7s)=1+2s+1+7s=2+09s
y=1+43(-1-7s)=1-3—-21s=-2—21s
z=s5+2(-1-7s)=s—2—14s=—-2—13s

Vi kan nu skrive det om til en parameterfremstilling

z 2 9
yl=-2|+s-[-21
z -2 —13

Begge planer er givet ved parameterfremstillinger

Hvis begge planer er givet ved parameterfremstillinger vil vi anbefale, at man omskriver den ene til
en ligning (man kender allerede et fast punkt, og som normalvektor kan man bruge krydsproduktet
af de to retningsvektorer. Las evt. mere her). Nu har man den ene plan som ligning og den anden
som parameterfremstilling, og man kan saledes bruge metoden ovenfor.

Der findes ogsa en metode, hvor man ikke behgver omskrive til ligning, men den er relativt indviklet,
sa den vil vi forbiga her.
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1.15 Afstand mellem punkt og plan
Hvis man har oplyst et punkt Py (x1, y1, z1) og et plan a: ax+by+cz+d=0, sa er afstanden mellem

dem givet ved formlen

_awy +bys + cz1 +d|

dist(a, P1) = N R =

Den afstand, man maéler, er den vinkelrette afstand mellem punktet og planen.

A

Leeg meerke til, hvordan formlen minder om afstanden mellem en linje og et punkt i 2D.

Lad os se, hvordan formlen virker ved hjelp af et eksempel.

a:2r+y—2z—14=0
P (-1,-1,2)

Altsa er a=2, b=1, c= -2, d= -14, x1;= -1, y;= -1, og z1=2.
Nu seetter vi ind i formlen
2-(=1)+1-(=1)—2-(2)—14] |-2—-1-4—14]

22 412 4 (—2)? vid+1+4

dist(o, Py) =

I T
=5 =3 =

Altsa er den korteste (den vinkelrette) afstand mellem punktet og planen 7 leengdeenheder.

Hvis man far afstanden mellem et punkt og et plan til at veere 0, sa betyder det, at punktet ligger
i planen.

Hvad hvis planen er givet ved parameterfremstilling?

Hvis planen er givet ved parameterfremstilling, omregner man den til en ligning.

Man kender allerede et fast punkt, og man kan udregne en normalvektor ved at krydse de to
retningsvektorer med hinanden.

Nar man har omregnet planen fra parameterfremstilling til ligning, kan man bruge formlen ovenfor.
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1.16 Projektion af punkt pa plan

Hvis man har et punkt og et plan, kan man ¢nske at projicere punktet ned pa planen. Projektionen
svarer til det punkt i planen, man rammer, hvis man bevaeger sig vinkelret fra punktet ind mod
planen.

Hvordan finder man projektionen

Nar man gnsker at finde koordinatsaettet for projektionen af et punkt pa et plan, ggr man det i
flere trin.

Forst konstruerer man en linje, der star vinkelret pa planen og som gar gennem punktet.

Dernzest finder man skaeringspunktet mellem planen og linjen. Skeeringspunktet er projektionen.

L IH/P l/
S R

Det er let at konstruere en linje gennem punktet som star vinkelret pa planen. Man bruger planens
normalvektor som retningsvektor for linjen (sa sikrer man sig at linjen er vinkelret pa planen) og
man bruger punktet som det faste punkt pa linjen.

Skeeringspunktet mellem linjen og planen finder man pa den made, der er beskrevet i afsnittet om
skaeringer mellem linjer og planer.

Lad os se pa et eksempel.

a:3r—y+42+26=0
P(1,2,3)

Vi gnsker at projicere P ind pa a.
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Vi afleeser koordinaterne for planens normalvektor ud fra dens ligning

3

Denne bruger vi som retningsvektor for linjen, I, gennem P og vinkelret pa a.

Vi kan altsa skrive linjens parameterfremstilling op saledes:

1 3
— 2|+t |1
3 4

IS S

Man kan ogsa skrive parameterfremstillingen op som de tre koordinatfunktioner

r=1+43t
y=2-1
z =344t

Nu skal vi finde skzeringspunktet mellem linjen og planen. Det ggr vi ved at ssette koordinatfunk-

tionerne ind i planens ligning

3(1+3t)—(2—1)+4(3+4t)+26=0

3+9—-24t4+124+16t4+26=0

26t +39 =0
—39

t=—=-1,5
26 ’

Nu har vi fundet ud af, at skeeringspunktet findes, nar t= -1,5.

Vi indsaetter denne t-veerdi i linjens parameterfremstilling for at se, hvilket punkt, det svarer til.

T 1 3
yl=1(2]+(-L5 -[-1]=
z 3 4
1-1,5-3 1—-4,5 —-3,5
=12-15-(-1)]=(2+1,5| =1 3,5
3—1,5-4 3—6 -3

Altsa er projektionen af punktet pa planen

P, =(-35, 3.5, —3)
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1.17 Kuglen

Ligesom man i 2D arbejdede med cirkler, arbejder man i 3D med kugler. Nar man siger, at et punkt
ligger pa en kugle, betyder det, at punktet ligger pa kugleskallen (og altsa ikke indeni kuglen).

Kuglens ligning er givet ved
(—a)’+(y—b)*+(z—c) =17
hvor (a, b, c) er kuglens centrum, og r er kuglens radius.

Man kan aflaese kuglens centrum og radius ud fra ligningen.

For eksempel har kuglen med denne ligning

(x =2+ (y+3)° + (1) = 64

radius 8 og centrum i punktet (2, -3, 1) (veer opmaerksom pa fortegnene!).

Hvorfor ser ligningen sadan ud?

Lad os se lidt pa, hvordan man er kommet frem til denne ligning.

Lad os antage at et punkt P(x,y,z) ligger pa kuglen. Sa ma der gaelde, at afstanden mellem punktet
og centrum er lig med radius.

|CP| =7

Det svarer til, at leengden af vektoren mellem de to punkter er lig med radius

ICP|=r

Da vektoren mellem to punkter er slutpunktet fratrukket startpunktet, kan vi omskrive ovenstaende
til

T—a
y—>bll=r
z—c

Nu udregner vi leengden af vektoren

Ve —aP 0P+ - =r

Ved at saette begge sider i anden potens far vi kuglens ligning.

Omskrive kuglens ligning

Det er ikke altid, man far kuglens ligning givet pa formen ovenfor. Nogle gange er parenteserne
ganget ud (ved hjeelp af kvadratseetningerne). I det tilfeelde kan man ikke direkte aflaese centrum
og radius.

I dette afsnit skal vi se, hvordan man omformer tilbage til standardformen, s& man kan afleese
centrum og radius direkte. Metoden man bruger, kaldes kvadratkomplettering, og vi har tidligere
brugt den til at lgse andengradsligninger.

Lad os illustrere metoden med et eksempel.
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Vores kugle er givet ved

2?2+ y? + 22460 —2y+ 4z =2

Det fgrst vi gor er at rykke rundt, sa vi samler hhv x’erne, y’erne og z’erne
2?2+ 6z +1y° -2+ 22 +42=2
Nu er tricket at samle leddene med x’erne vha. en kvadratseetning. Vi kan se, at det ene tal i

parentesen ma veere x. Vi betragter 6x som det dobbelte produkt (2*3*x). Derfor ma det andet
tal i parentesen veere 3. Fgr vi kan samle det, kreever det dog, at vi laegger 32 til pa begge sider.

22+ 32 +6x4+y2—2y+ 22 +42=2+3°

Nu kan vi samle de forste tre led vha. en kvadratssetning

(x+3)2+y* —2y+ 22 +42=2+37
Nu ggr vi det samme med y-leddene. -2y er det dobbelte produkt (2*(-1)*y). Derfor méa tallene i
parentesen veere y og -1. Derfor leegger vi (-1)2 til pa begge sider.

(+3)°+y°+ (1) =2y +2° +42 =2+ 3>+ (—1)

Nu samler vi y-leddene ved brug af kvadratssetningerne
(x+3)°+(y— 1) +2°+42=2+3*+ (-1)
Til sidst gor vi det samme med z-leddene. 4z er det dobbelte produkt (2*2*z). Sa tallene i parentesen
ma veere z og 2. Vi laegger 22 til pa begge sider.
(x+3)2+(y— 1)+ 22 +22 +42=2+3% 4 (—1)% + 27

Nu samler vi ved hjalp af kvadratsaetningerne

(z+3)°+(y—1)°+ (2 +2)° =243+ (-1)* +2°
Hvis vi regner hgjresiden ud, star vi med ligningen
(z+3)°+@y—1)>2+(2+2)?>=16

Nu har vi omformet til standardformen og kan afleese kuglens centrum til (-3, 1, -2) og radius til
4.

1.18 Skeering mellem plan og kugle
Hvis man har givet et plan og en kugle, kan man vare interesseret i at finde ud af, om de to
objekter skeerer hinanden.

For at afggre om de skeerer hinanden, finder man afstanden mellem kuglens centrum og planen.
Dette ggres ved hjelp af formlen for afstand mellem et punkt og et plan.

Man skal holde tungen lige i munden, for man plejer bade at kalde kuglens centrum og koefficien-
terne i planens ligning for a, b og c. For at skelne kalder vi derfor kuglens centrum for

C(kly k2a k3)

Vi finder altsa afstanden mellem centrum og plan ved formlen
- |ak1 + bkg + Ckg + d|
Va2 + b2+ c?

Nar man har fundet afstanden, sammenligner man med radius. Der er nu tre muligheder

dist(C, @)

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 32

d>r d=r d<r
ingen skeeringer 1 roringspunkt 1 skeeringscirkel

Hvis der kun er et rgringspunkt, er planen en tangentplan til kuglen. Hvis planen og kuglen skaerer
hinanden, vil det altid veere i en cirkel. Der findes en formel for, hvordan man udregner ligningen
for skeeringscirklen, men den er relativt kompliceret, sa den springer vi over her.

1.19 Skeering mellem linje og kugle
Hvis man har en linje og en kugle i rummet, kan man vere interesseret i at finde ud af, om de
skeerer hinanden.

Man finder frem til eventuelle skeeringspunkter ved at indsaette koordinatfunktionerne fra linjens
parameterfremstilling i kuglens ligning.

Dette vil give en andengradsligning, hvor t er den ubekendte.

Man beregner andengradsligningens diskriminant, og der er tre muligheder

Coy e B

d«<0 d=0 d>0
ingen skeeringer et roringspunkt 2 skeeringspunkter

Hvis d > 0, kan man finde frem til skeeringspunkterne ved fgrst at lgse andengradsligningen, og
dernaest indsaette de fundne t-veerdier i linjens parameterfremstilling. Dermed vil man finde frem
til reringspunkt /skeeringspunkter.

Lad os tage et eksempel
Vores kugle har r=4 og C(-1, 2, 0). Dens ligning er

K:(z+1)2+(y—222+22=16

Vores linje har parameterfremstillingen

x 1 1
l yl=(1]+¢t-12
z 3 1
Vi skriver hver enkelt koordinatfunktion op
r=1+t
y=1+42¢t
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z=3+1

Nu seetter vi disse ind i kuglens ligning

(+8)+1D)*+((1+2t) - 22+ (3+1)2 =16
(t+2)* 4+ (2t — 1)? + (t + 3)* = 16
(2 +4+4t) + (42 +1—4t) + (1> +9+6t) = 16
6t> + 6t + 14 = 16

6t2+6t—2=0

Vi finder diskriminanten for andengradsligningen

d=b*—4ac=6>—4-6-(—2)=36+48 =84

Da diskriminanten er stgrre end 0, er der to skaeringer mellem kuglen og linjen.

Vi lgser andengradsligningen

t_—bi\/&_—Gi\/@N—(sim?
T 2¢ 2.6 12

t ~ 0,26 to = —1,26

Ved at indsaette disse t-veerdier i linjens parameterfremstilling, nar vi frem til skeeringspunkterne.

1 1 1,26
oP, = (1] +0,26- (2] = (1,52
3 1 3,26
1 1 0,26
or,=|1]-12-[2]=[-1,5
3 1 1,74

Altsa har vi, at P1(1.26, 1.52, 3,26) og P2(-0.26, -1.52, 1.74) er de to skeeringspunkter mellem

kuglen og linjen.

Kuglen og linjen fra eksemplet er tegnet her
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1.20 Tangentplan til kugle

Ligesom en cirkel i hvert punkt har en tangentlinje, s har en kugle i hvert punkt en tangentplan.
En tangentplan er altsa en plan, der rgrer kuglen i ét (og kun ét) punkt.

Man kan forestille sig tangentplanen som et stykke karton, der ligger op ad en fodbold.

I opgaver bliver man tit bedt om at bestemme en ligning for tangentplanen i et kendt punkt pa
kuglen.

Vi husker pa, at man for at kunne opskrive en ligning for en plan skal kende et fast punkt i planen
samt en normalvektor for planen. Som punktet, kan man bruge det punkt, man har faet opgivet,
som altsa ligger bade pa kuglen og i tangentplanen (rgringspunktet). Sa mangler man altsa bare en
normalvektor. Vektoren, der starter i det kendte punkt pa kuglens overflade og slutter i centrum
af kuglen vil veere vinkelret pa tangentplanen. Derfor kan vi bruge den som normalvektor.

Lad os se pa et eksempel.

Vores kugle har ligningen

K: (+224+Wy-12%+=+1)%*=9

og punktet

P(_47 3a 0)

ligger pa kugleskallen (man kan tjekke efter, at P rent faktisk ligger pa kugleskallen ved at indseette
det i kuglens ligning og se, om den er opfyldt).

Vi gnsker at bestemme en ligning for kuglens tangentplan i punktet P.
Vores faste punkt i planen er P.
Vores normalvektor er vektoren fra P til C.

Vi afleeser fra kuglens ligning, at centrum har koordinaterne C(-2,1,-1).
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Nu udregner vi normalvektorens koordinater

—2 - (—4) 2
H=PC=| 1-3 _9
“1-0 1

Til sidst skal vi bare seette ind i formlen for planens ligning.

a(z — o) +b(y —yo) +c(z —20) =0
2z —(—4)+(2)y=3)+ (-1)(z-0) =0
2z +4)—2y—3)—2=0
2w +8—2y+6—2=0
20— 2y —z+14=0

Og dette er sa ligningen for tangentplanen til kuglen i punktet P.

Nedenfor er indtegnet kuglen, planen og normalvektoren fra eksemplet ovenfor.

2 Vektorfunktioner

Du er vant til at arbejde med funktioner (og deres grafer) i et koordinatsystem, hvor y-veerdien
(den atheengige variabel) er beskrevet som en funktion af x (den uatheengige variabel). Det kunne
eksempelvis veere y(z) = 222 +4x — 16, der er et andengradspolynomium, hvor grafen er en parabel,
se figur 1.
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= Vesdsehurisonee_igurer % v

Figur 1 Parablen y(z) = 222 + 42 — 16

Nar vi ser pa funktioner og deres grafer, er det en forudsesetning, at der er éntydighed, hvad angar
funktionsveerdier. Det betyder, at der for en hvilken som helst x-veerdi i definitionsmeengden skal
veere én og kun én tilhgrende y-veerdi. Dette er opfyldt for parablen i figur 1.

Men hvis du forestiller dig en liggende parabel, se figur 2, er denne betingelse ikke opfyldt. For
alle x-veerdier til hgjre for parablens toppunkt er der to tilhgrende y-veerdier. Vi vil vende tilbage
til dette eksempel senere.

x1()=22+4-1-16 |
y1(z)=t

veltunissner_tgese % arl

Figur 2 Liggende parabel.

2.1 Introduktion til parameterfremstillinger
Vektorfunktioner gar ud pa at beskrive kurver i et koordinatsystem ved hjalp af en parameter-
fremstilling.

Vi bruger betegnelsen kurver ifm. parameterfremstillinger, sa der ikke sker forveksling med grafer,
der hgrer til seedvanlige funktioner.

Tidligere har vi opfattet = som den uathsengige variabel og y som den afhsengige variabel. Nu
indfgrer vi en ny uafheengig variabel, t. Hermed bliver bade x og y afthaengig af ¢, og vi skriver hhv.

x(t) og y(t).

Ofte vil vi benytte parameterfremstillingen til at beskrive banekurven for en beveaegelse, hvor ¢
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angiver tiden, og hvor z(t) og y(t) angiver positionen, dvs. hhv. x- og y-koordinaten for beveegelsen
til tiden t¢.

Et vilkarligt punkt pa kurven kan beskrives ved punktets stedvektor i et seedvanligt koordinatsy-
stem, se figur:

r(1) = (2(t), y(1))

y2(t)=5—t- sin(t)

{x2(z)=5+x- cos(?)

= Vabosnitons_puar X 1ri

Figur 3 Afbildning af en vektorfunktion. 7@ er stedvektor til punkter pa kurven

Vi kalder 7@ for en vektorfunktion, og for enhver vaerdi af t kan vi beregne de tilhgrende veerdier
x(t) og y(t) og plotte punktet i koordinatsystemet. Nar vi gor dette for alle veerdier af t i definitions-
meaengden, fremkommer kurven.

Ved at bruge en parameterfremstilling til at beskrive en kurve, er vi - som det fremgar af figur 3 -
ikke leengere begraenset af, at der til enhver x-veerdi kun er én tilhgrende y-veerdi.

2.2 Parameterfremstillingen for den rette linje
Den rette linje i et koordinatsystem er du vant til at se beskrevet ved forskriften y(z) = a -2 + b,
hvor a angiver linjens haeldningskoefficient (stigningstal) og b angiver linjens skeering med y-aksen.

At a er linjens haeldningskoefficient, betyder, at vektoren 7= (1,a) er en retningsvektor for linjen,
se figur 4.

x0

“vessriurssoner_fguer X
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Figur 4 Afbildning af en ret linje

Linjen kan ogsa beskrives ved en parameterfremstilling med udgangspunkt i retningsvektoren og et
vilkarligt punkt pa linjen (zg,yo). Pa figur 4 kan du se, at man kan fa alle andre punkter pa linjen
ved at addere retningsvektoren 7 = (1, a) multipliceret med et vilkarligt tal til punktet (zg,yo):

7“(75 = (z(t),y(t)) = (z0,%0) +t-7 = (t+20,a-t+ 1), hvor —oo < t < 400.

Hvis vi veelger linjens skaeringspunkt med y-aksen som udgangspunkt for parameterfremstillingen,
er (xg,y0) = (0,b), og sa bliver parameterfremstillingen:

7@ = (z(t),y(t)) = (t,a-t+b), hvor —oco < t < 4o0.
Eksempel 1

Bestem heeldningen og skeering med y-aksen - og dermed forskriften - for en linje givet ved para-
meterfremstillingen:

7“(75 = (z(t),y(t)) = (t+2,2-t+8), hvor —oco < t < +00.

Skeering med y-aksen:

z(tp) =0 = to = —2 og dermed y(ty) =2-to + 8 = 4.
Heeldningen er forholdet mellem faktorerne til ¢ i hhv. y(t) og (t):

2.t
a:T:20g dermed er y(z) = 2z + 4.

Eksempel 2

Find skeeringspunktet mellem de to linjer givet ved:

7“(75 = (z(t),y(t)) = (t+2,2-t+8), hvor —oco < t < 400
;(.5 = (x(s),y(s)) = (5,35 —6), hvor —oo < s < +00.

I linjernes skeeringspunkt er z(s) = x(t) og y(s) = y(¢):
z(s) = z(t) = s=1t+ 2, som indsaettes i ligningen for y:
y(s) =y(t) => 3(t+2)—6=2t+8 —> 3t=2t+8

og dermed t =8 og s =t + 2 = 10.

Ved at indsaette vaerdierne af s og t 1 de to parameterfremstillinger finder vi linjernes skeaeringspunkt
(z,y) = (10, 24), hvilket ogsa ses i figur 5.

{x4(1)—1+2

ya(7)=2- 1+8

Figur 5 Skeeringspunkt mellem to linjer
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2.3 Parameterfremstillingen for en cirkel

Vi forestiller os en partikel, der gennemlgber en cirkulser bevaegelse med radius r og vinkelhastighed
w (rad/sek., positiv omdrejningsretning, dvs. mod uret). Tiden for ét gennemlgb af cirklen betegnes
partiklens omlgbstid og er T' = %’T

Vi afbilder beveegelsen i et koordinatsystem som cirklen med centrum i (0,0) og radius r, se figur
6. Ethvert punkt pa cirkelperiferien kan beskrives ved stedvektoren:

r(t) = (2(t),y(1) = (r - cos(wt), r - sin(wt)), 0 < t < 2=

(hvor definitionsmeengden for ¢ her er afgreenset svarende til ét fuldt gennemlgb af cirklen, men
definitionsmeengden for ¢ kunne veere opadtil ubegraenset svarende til uendeligt mange gennemlgb
af cirklen.)

“veunrnisoner_sgurer X

Figur 6 Parameterfremstilling for en cirkel

2.4 Parameterfremstillingen for en elipse

Vi forestiller os en partikel, der gennemlgber en ellipseformet bane, idet ellipsen har centrum i
(0,0), storakse a i x-aksens retning og lilleakse b i y-aksens retning. I figur 7 er vist et eksempel,
hvor a =3 og b = 2.

Selturhnitoner_fgsoer X 4ri

Figur 7 Parameterfremstilling for en ellipse
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Pa figuren er ogsa indtegnet ”storcirklen” med radius a = 3 og "lillecirklen” med radius b = 2.

Vi ser, at koordinaterne til et punkt (z(¢),y(¢)) i den ellipseformede bane svarer til hhv. x-
koordinaten i storcirklen og y-koordinaten i lillecirklen, begge hgrende til en vinkeldrejning w - ¢,
hvor w (rad/sek) betegner den gennemsnitlige vinkelhastighed i ellipsebanen, og omlgbstiden er
T =2z,

w

r(t) = (2(t),y(1)) = (a- cos(wt), b-sin(wt)), 0 < t < 2=
(hvor definitionsmaengden for ¢ her igen er afgraenset svarende til ét fuldt gennemlgb).

I figur 7 har vi med 6(t) angivet vinklen fra x-aksen til stedvektoren til partiklen i ellipsebanen,
og her geelder:
t b - si t 2

tan(G(t)) _ y( ) _ Sln(W ) _ -tan(wt), 0<t< 277.r

z(t)  a-cos(wt) 3
I figur 8 er vist grafen for (t) som funktion af tiden. Det fremgar, at vinkelhastigheden (afleeses
som grafens haldning) i en ellipsebane ikke er konstant. Den er nemlig stgrst omkring lilleaksens
poler og mindst omkring storaksens poler.

0.5

= Veldorfunktonsr_igurer X [

Figur 8 Vinkelhastigheden varierer i en elliptisk banekurve

2.5 Skeering med koordinatsystemets akser

P& koordinatsystemets y-akse er z = 0, og pa koordinatsystemets x-akse er y = 0.

For at undersgge om en vektorfunktion med en given parameterfremstilling indeholder skeerings-
punkter med koordinatsystemets akser, skal vi derfor finde eventuelle lgsninger til de to ligninger:

Skeering med y-aksen: z(t) = 0
Skeaering med x-aksen: y(¢) =0
Eksempel:

Vi vender tilbage til den liggende parabel fra afsnit 1, se figur 9. Her er: x(t) = 2t + 4t — 16 og
y(t) = t, hvor —oo < t < +00.
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2

{xl(r)=2-t +4-1-16 |
yl(t)=t /

Vekohinkones_figarsr X 1 h1

Figur 9 Liggende parabel
Skeering med y-aksen:

x(t) = 2t> + 4t — 16 = 0 med Igsningerne t = —4 og t = 2, hvor y(—4) = —4 og y(2) = 2, og dermed
er skeeringspunkterne (z,y) = (0, —4) og (0, 2).

Skeering med x-aksen:

y(t) = t = 0 med lgsningen ¢t = 0, hvor 2(0) = —16, og dermed er skeeringspunktet (x,y) = (—16,0).

2.6 Dobbeltpunkt

Et dobbeltpunkt for en vektorfunktion er et punkt, hvor den tilhgrende kurve skeerer sig selv. (Vi
medregner ikke kurver, der gennemlgbes flere gange, hvor alle punkter pa kurven kan siges at veere
et dobbeltpunkt.)

For at undersgge om parameterfremstillingen for en vektorfunktion indeholder et eller flere dob-
beltpunkter, skal vi altsa sgge lgsninger til ligningssystemet:

r(ta) = r(tr) eller w(ts) = w(t1) og y(ta) = y(t1)
Eksempel

Der er givet fplgende vektorfunktion (¢ angiver radianer):

(85 = (2(8), y(t) = (4 - cos(t), 4 — t — 2 - sin(31))

I figur 10 er tegnet en del af kurven, der starter ved t = 0 i (z,y) = (4,4). Bestem koordinaterne
til parameterfremstillingens fgrste dobbeltpunkt.
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“veusrurisoner_fgurer  x

Figur 10 Dobbeltpunkter for en vektorfunktion er punkter, hvor kurven skeerer sig selv

Betingelsen x(t2) = x(t1) giver, at cos(tz) = cos(t1). Denne ligning har flere (uendeligt mange)
lgsninger, men vi er her kun interesserede i den forste: to = 2 — t1, som indseettes i y(t2) = y(t1):

4— (27 —t1) — 2-sin(6m — 3t1) =4 —t; — 2 - sin(3t1)

Denne ligning omformes til: 2-¢; — 2w +4-sin(3t;) = 0, som lgses i et veerktgjsprogram: t; = 2,249
ogty =2m —t1 = 4,034 og

Pt = () = (a(t), y(t1) = (2(ta), y(t2)) = (~2,51,0,85)

2.7 Archimedes’ spiral

Parameterfremstillingen for Archimedes’ spiral, opkaldt efter den graeske matematiker Archimedes,
er (¢ angiver radianer):

(8 = (2(8), y(t) = a- (£ cos(t), t - sin(t)), 0 < £ < +o0

Kurven er en spiral, der starter i (0,0) og har positiv omlgbsretning mod uret, se figur 11, hvor vi
har sat a = 2.

{x14(t)=2- I cos(t)

y14(r)=2- t sin(t)

D
=

30

“ektodankoner_geotr X aei

Figur 11 Archimedes spiral

Skeering med y-aksen:
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For at finde skeeringspunkter med y-aksen skal vi sgge lgsninger til ligningen x(t) = 0, dvs.:
t-cos(t) = 0, med lgsningerne: t =0 ogt =n-m+ 7, hvor n =1,2,3...

Skaering med x-aksen:

For at finde skeeringspunkter med x-aksen skal vi sgge lgsninger til ligningen y(t) = 0, dvs.:
t-sin(t) = 0, med lgsningerne: t =0 og t =n - m, hvor n =1,2,3...

Ved at indsaette disse lgsninger i vektorfunktionen ser vi, at afstanden (malt pa akserne) mellem
to pa hinanden folgende skeeringspunkter med enten y-aksen eller x-aksen er den samme for alle
skeeringspunkter, nemlig a - 7.

Vi formulerer det som, at Archimedes spiral skaerer akserne i uendelig mange punkter med sekvi-
distant afstand a - 7.

2.8 Differentiation af vektorfunktion
Hvis vi betragter kurven hgrende til en vektorfunktion som en partikels bevaegelsesbane, kan vi
veere interesserede i at bestemme partiklens hastighed og acceleration.

Her benytter vi vores viden om differentiation af funktioner. Vi antager, at bade x(t) og y(t) i
parameterfremstillingen er differentiable mht. .

I figur 12 ser vi pa partiklens position til tiden ¢y og ¢y + dt. Da bade z(t) og y(t) er differentiable
mht. ¢, geelder:

dz d
f@Zg%M@Z%

Ved at gange igennem med dt fremkommer:

dx =2/ (t) - dt og dy = y/(t) - dt

| dx2+gi\;/2/ \dv=y'(1)- dr

-

o

dx=x '@ dt

o+t f”\f/f
( \

v(to) Ay

0.9 0.2 4.6

X (Io) X (l‘ ot dt)

“esoriunksoner_figurer X e

Figur 12 Differentiation af vektorfunktion
Vi kan bestemme kurvens heeldning - og dermed tangentens haeldning - i punktet (xg, yo):

d (¢
heeldning = ﬁ _ z/EtZ;

Vi kan bestemme partiklens hastighedsvektor, som ogsa er retningsvektor for tangenten til bane-
kurven:

olte) = (' (o), 1/ (o))

Partiklens fart er da leengden af hastighedsvektoren:
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[o(to)| = /@ () + ¥/ (Fo)?

Fra bevaegelseslaeren ved vi, at accelerationen fremkommer ved differentiering af hastigheden, sa
partiklens accelerationsvektor er:

alto) = (2" (to), ¥ (to))

og leengden af accelerationsvektoren er:

lato)] = /27 (t0)? + ' (t0)?

Eksempel 1

For en cirkuleer banekurve med centrum i (0,0) er
(z(t),y(t)) = (r- cos(wt), r - sin(wt)) og

(2’ (t),y'(t)) = (—wr - sin(wt), wr - cos(wt)) og

(2" (t),y"(t)) = (—w?r - cos(wt), —w?r - sin(wt)) hvor

7 er radius (meter), vinkelhastigheden w = 2% (rad/sek) og T' er omlgbstiden (sek).

Partiklens hastighed er konstant og fglger overalt tangentens retning, der er vinkelret pa radius til
partiklens aktuelle position:

(@] = VI BZ TP @ = w - (m/s)

Partiklens acceleration er ligeledes konstant og har retning fra partiklens aktuelle position ind mod
cirklens centrum med leengden:

a®)| = VIO F YO = -7 (m/5?)
Eksempel 2

For en ellipseformet banekurve med centrum i (0,0) er
(z(t),y(t)) = (a- cos(wt),b - sin(wt)) og

(' (t),y'(t)) = (—wa - sin(wt), wb - cos(wt)) og

(" (t),y"(t)) = (—w?a - cos(wt), —w?b - sin(wt)), hvor

a,ber ellipsebanens akser (meter) i hhv. x-retningen og y-retningen, den gennemsnitlige vinkelha-
stighed w = 27 (rad/sek) og T er omlgbstiden (sek).

Bemerk, at accelerationsvektoren - ligesom for cirklen - har retning fra partiklens aktuelle position
ind mod ellipsens centrum.

Partiklens hastighed og acceleration er:

|4§‘ . \/T()z: wea- \/sinQ(wt) + (2)2 - cos?(wt) (m/s)

|‘3| _ iyt =w?a- \/COSQ(wt) + (g)2 -sin?(wt) (m/s?)

Partiklens hastighed er stgrst omkring lilleaksens poler (hvis a > b: pa y-aksen i hhv. +b og —b),
og partiklens acceleration er stgrst omkring storaksens poler (hvis a > b: pa x-aksen i hhv. +a og

—a).

2.9 Lodret og vandret tangent for en vektorfunktion

Fra forrige afsnit ved vi, at tangentvektoren til en vektorfunktion er givet ved:

o(t) = (&' (£), 5/ (1))
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For at undersgge om kurven for en vektorfunktion indeholder vandret eller lodret tangent, skal vi
sgge lgsninger til de to ligninger:

Vandret tangent: y'(t) =0
Lodret tangent: x’(t) = 0
Eksempel

Vi vender tilbage til spiralen fra afsnit 2, se figur 13. Her er: z(t) = 5+t-cos(t) og y(t) = 5—t-sin(t),
hvor t > 0.

Vandret tangent: y'(t) = —sin(t) —t-cos(t) = 0 og dermed tan(t) = —t, hvor de tre fgrste lgsninger
ert=0,t=2,03 ogt=4,91.

1
Lodret tangent: x'(t) = cos(t) — t - sin(t) = 0 og dermed tan(t) = o hvor de tre forste lgsninger er
t=0,86,t = 3,43 og t = 6, 44.

“haklortnkticnar_tguier X int

Figur 13 Spiralen fra afsnit 2, her gengivet med de tre fgrste vandrette og lodrette tangenter
indtegnet

Punkter pa spiralen med hhv. vandret og lodret tangent:
t T Y
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2.10 Afstand mellem kurven for en vektorfunktion og et punkt

Vi betragter en kurve for en vilkarlig vektorfunktion. Vi gnsker at bestemme den korteste afstand
mellem kurven og et givent punkt P(x,,y,) i koordinatsystemet.

Vi kan opskrive vektorligningen, se figur 14:

By = r(6) 41,8 = 1(0) = By —r(8) = (2, — 2(t), gy — (1))
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“VeMutunkbener_tgurer X EEX]

Figur 14 Afstand mellem en kurve og et punkt

Leengden af rp(t; er da afstanden fra kurven til punkt P, og kvadratet pa leengden af r,,(t; er:

iy (1[2 = (2 — 2(1))% + (yp — y(1))? = (22 +yp) + (x(t)* + y(t)?) — 2 (- 2(t) +yp - y(t))

Den korteste afstand mellem kurven og punkt P forekommer for en veerdi af ¢, hvor grafen for
hgjresiden har et minimumspunkt og dermed har vandret tangent. Fra differentialregningen ved
vi, at vi skal differentiere hgjre siden mht. ¢ og seette den afledte funktion lig nul. Herefter skal vi
undersgge, om der faktisk er tale om et minimumspunkt og ikke et maksimumspunkt:

d y'(t) z(t) —z x, — z(t)
S (B) =22 (Oa(t) — ) + 2y O(0) — ) =0 = L= T T

dt " : : () YO -y v —y)

Samme ligning kommer vi frem til, hvis vi betragter problemstillingen rent geometrisk. Den korteste

afstand mellem kurven og punkt P forekommer for en veerdi af ¢, hvor rp(t; star vinkelret pa
tangenten til vektorfunktionens kurve. Fra afsnittet om differentiation af vektorfunktion ved vi, at

vektoren v(t) = (2'(t),y'(t)) er retningsvektor for tangenten, og om prikproduktet mellem r,(t) og

v(t) geelder da:

() 0 0(8) = (2 — 2(8)) - 2/ () + (yp — y(©)) -9/ () = 0 —> y/(tg T

Eksempel

For Archimedes spiral, se figur 11 i afsnit 5, vil vi finde den korteste afstand til punkt P(4,0). Vi
skal altsa sgge lgsninger til felgende ligning for positive veaerdier af ¢:

y'(t)  2sin(t) 4 2t cos(t) 4 — 2t cos(t)

2'(t)  2cos(t) — 2tsin(t) 0 — 2tsin(t)

Vi lgser ligningen vha. et CAS-veerktgj, og der er flere lgsninger, hvor rp(t; star vinkelret pa 1@5 .
Vi ser dog hurtigt, at vi er interesserede i den mindste veerdi af ¢: tg = 0,684, hvor r(ty) =

(1,061, 0,865), /(o) = (0,684, 2,325), 7 (o) = (2,939, —0,865) og |ry(fo}| = 3,06

I figur 15 er vist grafen for leengden af rp(t; som funktion af t, og vi ser, at der er tale om et
minimumspunkt i t = tg.
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. {o.6843.06) :

1 o5 R

\lllD ?+4-x2- (cos(x))2+4- ):2 . (sin(x)) 2—16- X cos(x)

R

Figur 15 Afstanden fra punkt P(4,0) til punkter pa Archimedes spiral som funktion af ¢

2.11 Langde af en kurve givet ved en vektorfunktion

Fra afsnittet om differentiering af vektorfunktion ved vi, at farten til tiden ¢ = ¢( er:

|U(t0;| = /' (to)? + ' (t0)?
og leengden af banekurven, der gennemlgbes i tiden dt, er derfor:
dL = \/2'(t)? + ¢/ (¢)? - dt

Lezengden af banekurven gennemlgbet i perioden fra tiden t = a til tiden ¢ = b finder vi ved at
integrere dL:

L:/t:de:/ab\/Wdt

Eksempel 1

Beregn for den liggende parabel, se figur 9 i afsnit 3, leengden af den del af banekurven, der ligger
i 2. og 3. kvadrant.

(85 = (2(8), y(t)) = (262 + 4¢ — 16, ) og dermed
ol = (@' (0), /(1)) = (4¢ + 4,1)

Den del af banekurven, der ligger i 2. og 3. kvadrant, forlgber mellem de to skeeringspunkter
med y-aksen. Vi har tidligere set, at disse svarer til t-veerdierne - 4 og 2, som dermed er vores
integrationsgraenser:

2 2
L= / V()2 +y (t)2 dt = / V16t2 + 32t + 17 dt
—4 —4

Integralet beregnes vha. et CAS-veerktgj og giver 36,9.
Eksempel 2

Beregn for Archimedes spiral, se figur 11 i afsnit 5, laengden af banekurven fra ¢t = 0 og indtil forste
positive skeeringspunkt med x-aksen.

7@ = (z(t),y(t)) = (2t cos(t), 2t sin(t))og dermed

173 = (2'(t),y'(t)) = (2cos(t) — 2tsin(t), 2sin(t) + 2t cos(t))

Forste positive skeeringspunkt med x-aksen er for ¢ = 27, sa integrationsgraenserne er 0 og 2m:
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27 27 27
L= VIR ry@Rd = / Vi i di=2 [ Vel d
0 0

0
Integralet beregnes vha. et CAS-vaerktgj og giver 21,3.

2.12 Omskrivning fra parameterfremstilling til ssedvanlig funktion

For visse vektorfunktioner er det muligt at omskrive parameterfremstillingen (z(t),y(t)) til en
seedvanlig funktion af typen y = f(x).

Et tilfeelde er allerede vist i eksempel 1 i afsnit 2.2, hvor vi omskrev parameterfremstillingen for
en ret linje, nemlig (z(¢),y(t)) = (t +2,2-t+ 8), hvor —co < t < 400, til funktionen y =2z + 4,
hvor —oco < & < 4o00.

Nar vi skal foretage omskrivning af en parameterfremstilling, skal vi fgrst sikre os, at funktionen
bliver éntydig. Det vil sige, at der for enhver x-veerdi kun er én y-veerdi. Det kan ofte kraeve, at
funktionen opdeles i to eller flere del-funktioner, som vist i eksemplerne nedenfor.

I nogle tilfeelde er det ikke muligt (eller ikke anbefalelsesvaerdigt at forsgge!) at omskrive para-
meterfremstillingen. Det gaelder f.eks. den snoede kurve i afsnit 4 og Archimedes spiral i afsnit
5.

Eksempel 1
Cirklen er som parameterfremstilling givet ved, se figur 16:

(z(t),y(t)) = (r- cos(wt),r - sin(wt)), 0 <t < 2T

r
W)
wl x
o N0
—-r

“hakodanbinar_fgurer X

Figur 16 Cirklen

Umiddelbart har cirklen to y-veerdier for hver x-veerdi (i intervallet —r < x < r), men hvis vi
opdeler cirklen i to halvcirkler, hhv. over og under x-aksen, opnar vi den gnskede éntydighed.

For ethvert punkt pa cirklen geelder: x(t)? + y(t)> = 72, som ved omskrivning giver: y(¢)?> =

r? — x(t). Denne ligning har to lgsninger:

halvcirklen over x-aksen: yi(x) = vr2 —a22 =r- /1 — (f)2 halvcirklen under x-aksen: ys(x) =
r
x
_ 2 _ 02 — 1 —(=)2
r?—x T ( . )

For begge funktioner er definitionsmeengden: —r < z < r.
Eksempel 2

Pa helt tilsvarende made kan en ellipse, se figur 17:
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Vekartunisones_figesr X 101

Figur 17 Ellipsen

med parameterfremstillingen: (2(t),y(t)) = (a - cos(wt), b sin(wt)), 0 < ¢t < 22 opdeles i to halv-
ellipser, hhv. over og under x-aksen.

t t
Vi udnytter, at der for ellipsen gaelder: (%)2 + (#)2 = 1, og omskrivningen til to del-funktioner
er:

halv-ellipsen over x-aksen: yi(xz) =b-4/1 — (2)2
halv-ellipsen under x-aksen: yo(xz) = —=b-4/1 — (g)2
V a

For begge funktioner er definitionsmeengden: —a < z < a.
Eksempel 3

Den liggende parabel fra afsnit 1 er givet ved parameterfremstillingen: (x(t),y(t)) = (2t2+4t—16,1),
hvor —oo < t < 400, se figur 18.

{xl(t)=2‘ 12+4-1-16
y1()=t

T velturknksner_igeer X

Figur 18 Liggende parabel

Vi kan opdele parablen i to halvdele, som vi kalder parabel-grene. De to parabelgrene ligger hhv.
over og under den vandrette symmetriakse y = —1, der gir gennem parablens toppunkt (zr,yr) =
(—18,-1).

For en vilkarlig x-veerdi, hvor —18 < & < 400, kan vi bestemme de tilhgrende y-vaerdier pa de to
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parabel-grene som lgsningerne til ligningen 2¢2 4 4t — 16 = z, idet vi fra parameterfremstillingen
har, at y = t.

Ligningen omskrives nemt til den velkendte form for en andengradsligning: 2y? + 4y — (x +16) =0,
som har to lgsninger (idet diskriminanten er d = b?> — 4ac = 16 +8 - (v + 16) = 16 - ( +9)):

gverste parabel-gren: y;(x) =

“b+vd _ \/7__1 \/T

2a

2a

b \/
nederste parabel-gren: y; (z) = / g

For begge funktioner er definitionsmeengden:—18 < z < 4oc0.

3 Trigonometri

3.1 Grundlaggende trigonometri

De grundlaeggende begreber om geometri kan du finde pa hhv. C-niveau- og B-niveau-delen af
webmatematik.dk.

Her vil der kun blive gennemgaet de ting, som er udelukkende A-niveaustof.

Sa tag et kig i trigonometri-fanerne pa C- og/eller B-niveau, hvis du ikke finder svar pa dine
spgrgsmal her.

3.2 Radianer

Vi har veeret vant til at male vinkler i grader. I dette tilfselde er der 360 grader rundt pa en cirkel.
I mange tilfeelde kan det veere nyttigt at male vinkler i radianer. Skal man f.eks. differentiere de
trigonometriske funktioner, kan det kun lade sig ggre, hvis man maler vinklerne i radianer. En
vinkels radiantal er defineret som forholdet mellem vinklens bueleengde og cirklens radius.

buel d
vinkel i radianer = w
radius

buelazngde

Hvis vi har at ggre med enhedscirklen, er radius 1. Derfor svarer vinklens radiantal til den bu-
eleengde, den speender over pa enhedscirklen.
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buelaengde

radiantal=buelangde

Da omkredsen af en cirkel er

O =2nr

ma omkredsen af enhedscirklen veere

O=27-1=27m

Derfor er der 27 radianer hele vejen rundt pa en cirkel. Vi kan opstille folgende tabel, der omregner
radianer og grader

Grader Radianer
0° 0

30° 5

45° 1

60° 3

90° 5

180° T

270° =

360° 2r

Hvis man skal omregne nogle vinkler, der ikke star i tabellen, kan man bruge folgende formler. Her
er v vinklen malt i grader, og x er vinklen malt i radianer

T = Y - 27
360°
T
= — -360°
v 21

Her er tegnet en enhedscirkel med de vigtigste vinkler tegnet ind
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3.3 Overgangsformler

Der er en raekke formler for, hvordan man kan omskrive forskellige veerdier af trigonometriske

funktioner.

Vi begrunder dem alle sammen ved hjalp af en grafiske fremstilling.

De fgrste overgangsformler er

cos(x + 2m) = cos(x)
sin(x 4 27) = sin(z)
tan(z + 27) = tan(x)
Disse formler skyldes, at nar man laegger 27 til en vinkel, s kgrer man en hel runde pa cirklen.

Man nar altsa tilbage til det samme sted, og derfor er cosinus- og sinus-veerdierne de samme. Og
da tangens er sinus divideret med cosinus, sa er tangens-veerdien ogsa uaendret.

sz X+27T
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I de naeste overgangsformler, vi skal se pa, sammenligner vi vinkel x med vinkel —z.

cos(—z) = cos(x)
sin(—z) = —sin(x)

tan(—z) = — tan(x)

M)

P, og P_, er spejlinger i z-aksen. Derfor er deres a-veerdi den samme. Derfor er cos(x) = cos(—zx).

Deres y-veerdier har derimod skiftet fortegn. Derfor er sin(—z) = —sin(z) Tangens-vaerdien far

man ved at dividere de to med hinanden

sin(—x) _ —sin(z) _ sin(z) _ — tan(z)

cos(—x)  cos(x) ~ cos(z)

tan(—z) =

Nu prgver vi at sammenligne vinklerne 2 og § — x. (Vi husker pa at 7 svarer til 90 grader).

Her er overgangsformlerne
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bs(m/2-x) cop(x)

Punkterne P, og Pr__ er spejlinger i linjen y = x. Derfor svarer den enes z-veerdi til den andens
2

y-veerdi.

Vi dividerer sinus med cosinus for at na frem til tangens

sin(§ —x) cos(xz) cos(x)/ cos(z) 1

tan (5 a a:) ~ cos(Z —x) sin(z)  sin(z)/cos(z)  tan(z)

Nu sammenligner vi vinklerne z og m — x. (Vi husker pa at 7 svarer til 180 grader).

Her er overgangsformlerne
cos(m — ) = — cos(x)

sin(m — ) = sin(z)

tan(r — z) = — tan(x)
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Punkterne P, og P,_, er spejlinger i y-aksen. Derfor er deres y-veerdier (deres sinus-veerdier) ens.
Deres z-veerdier (cosinus-veerdierne) har derimod skiftet fortegn.

Vi udregner tangens:

anlr — ) — sin(m — ) _ sin(z) _ _Sin(x) — tan(x
tan( ) cos(m —x)  —cos(x) cos(x) tan(z)

De sidste overgangsformler, vi skal se pa, er mellem vinklerne z og 7 + = I dette tilfselde er
overgangsformlerne

cos(m + x) = — cos(x)

sin(m + x) = — sin(z)

tan(m + ) = tan(z)
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x) X
X
cos(f+x) cos(x)
sin(zx)
Pre+x

Vi kan se, at punkternes z-koordinater er ens bortset fra et modsat fortegn. Det samme gaelder
y-koordinaterne.

_sin(m+x)  —sin(z)  sin(z)
tan(m + ) = cos(m+x)  —cos(x) cos(x) tan(z)

Opsamling

For lige at samle op skriver vi her alle overgangsformlerne op
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cos (g —z) = sin(z)
cos(m — z) = — cos(z)
cos(r + x) = — cos(z)

sin(z + 27) = sin(z)
sin(—z) = — sin(z)

sin (5 —z) = cos(x)

tan(—z) = — tan(x)
™ 1
tan (5 ) tan(z)
tan(r — z) = — tan(x)
tan(m + ) = tan(z)

3.4 Additionsformlerne

Fgr lommeregnerens tid, kunne det veere besveerligt at udregne veerdier for de trigonometriske

funktioner.

Et nyttigt redskab til at bestemme sadanne vinkler var additionsformlerne. Hvis man skal finde
cosinus eller sinus til en vinkel, kan man splitte vinklen om til en sum af to vinkler, som man
kender cosinus- og sinusvaerdierne for, og bruge dette til at bestemme cosinus- eller sinusveerdien

for denne vinkel.

Additionsformlerne er

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)
sin(z + 1) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(x)
sin(z — 1) = sin(z) cos(y) — sin(y) cos(x)

tan(z) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)

_ tan(z) — tan(y)
tan(z —y) = 1+ tan(z) tan(y)
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Lad os se, hvordan vi kan anvende dem i praksis

3T
— | =
cos( 2)
CcOs 37 cos( +7r)
) = T4+ =
2 2

Nu kan vi bruge den gverste af de fire additionsformler

cos (35) = cos (7 + 3 ) = cos(r) cos (3 ) —sin(m)sin (3 )

Vi gnsker at beregne

Vi kan dele det op sa

Vi ved at
cos(m) = —1, cos (g) =0, sin(7) =0, sin (g) =1

(tjek selv veerdierne efter ved at tegne vinklerne ind i enhedscirklen, og aflees cos- og sinveerdierne).

Nu er der bare tilbage at ssette ind

on () = on (- 5) = oo () st 3)

=-1-0-0-1=0

Et andet eksempel er, at vi gnsker at beregne

5
in (22 ) =727
Sin ( 6 >
. [om ) s
Sin <6> = S1n (71' — 6)

Vi omskriver nu ved hjzelp af den fjerde additionsformel

sin (57 ) =sin (- £) = sincrn) cos (5) = sin () ostr)

Vi omskriver til

Vi husker at
% rad = 30°

og derfor ved vi, at

cos (%) = ?, sin (6) = %, cos(m) = —1, sin(nr) =0

Nu er det bare at saette ind i formlen
i (57) s (e 5) =t () e ot
sin 5 =gin (7 5 = sin(m) cos 5 sin 5 cos(m
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3.5 Dobbeltvinkelformlerne

Ligesom additionsformlerne er ogsa dobbeltvinkelformlerne brugbare, nar man skal regne trigono-
metriske funktioners vaerdier ud uden brug af lommeregner.

Faktisk er dobbeltvinkelformlerne et seertilfeelde af additionsformlerne, hvor de to vinkler man
leegger sammen bare er ens.

Dobbeltvinkelformlerne ser saledes ud
cos(2x) = cos?(z) — sin?(x)
sin(2x) = 2sin(z) cos(x)

Lad os se, hvordan de kan anvendes.

Vi ved at

ol
w
w
Z.
=
~~
\
N————
Il

| —

o F)-

Vi gnsker at beregne

sin (g) — 777

Vi omskriver ved hjzelp af dobbelvinkelformlerne

sin () = sin (2 £) = 2-sin () cos (5)

e

2.

<%
o5

4 Infinitesimalregning

4.1 Grundlaeggende infinitesimalregning

Hvis du leder efter det grundleeggende om infinitesimalregning (den samlede betegnelse for differential-
og integralregning), sa skal du kigge under fanerne Differentialregning pa B-niveau og Integralreg-
ning pa A-niveau-delen af webmatematik.dk.

Pa A-niveau-delen behandler vi udelukkende stof, der bygger ovenpéa det grundlaeggende. Bl.a. skal
vi se, hvordan man differentierer sammensatte funktioner, finde voluminer af omdrejningslegemer
og ikke mindst leere nogle tips og tricks til at integrere kringlede funktioner.

4.2 Kontinuitet og differentiabilitet

Pa B-niveau definerede vi kontinuitet ved at sige, at en funktion var kontinuert, hvis man kunne
tegne den uden at lgfte blyanten fra papiret. Den definition giver et godt visuelt billede af, hvad
en kontinuert funktion er - den er sammenhangende.

Imidlertid er det en definition, det er sveert at arbejde med i praksis. Derfor indfgrer vi pa A-niveau
en mere matematisk definition.

f er kontinuert < lim(f(z)) = f(a)

T—a
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Med ord ville man sige ” f er kontinuert hvis og kun hvis graenseveerdien af f(z) for x gaende mod
a er lig med f(a)”.

Det, som definitionen egentlig siger, er, at hvis vi lader vores z-veerdi komme uendeligt taet pa et
fast punkt, sa skal funktionsveerdierne ogsa komme uendeligt teet pa funktionsvaerdien i det faste
punkt.

Definitionen kan maske virke kringlet, men maske kan fglgende eksempler vise dig, hvordan den
virker, og overbevise dig om, at den er smart.

7

f0y)
fe) (]

f(j’@

I

-

X] X2 X3 a \

Pa tegningen herover er tegnet grafen for en kontinuert funktion. Nar vi lader vores z-veerdier
komme taettere og taettere pa det faste punkt a, s kommer funktionsveerdierne ogsa teettere pa
f(a). Vi kunne ga uendeligt taet pa a, og sa ville funktionsveerdien ogsa veere uendeligt teet pa

f(a).

Bemeerk, at vi ogsa kunne have startet med en x-veerdi, der var stgrre end a og bevaeget os mod
a fra hgjre.

Lad os se pa et eksempel, hvor funktionen ikke er kontinuert.

f
f(a}f7
L4
f(xg) A
f(xz) 1L
f(x)
— s
Xl xz Xf
Her kan vi se, at
fla) =1

Men lige meget hvor teet vi kommer pa a med vores a-veerdi (gaende fra venstre side), sa vil
funktionsveerdien aldrig blive 7. Den vil i stedet naerme sig 4.

lim (f(z)) =4# 7= f(a)

r—a—
Bemeerk, at hvis vi var startet med en z-veerdi, der var stgrre end a og havde nsermet os a fra

hgjre, sa ville funktionsveerdierne neerme sig f(a). Imidlertid kraeves der, at bade greenseveerdien
fra hgjre og fra venstre giver f(a), for man kan tale om at en funktion er kontinuert.
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Muligvis synes du, at det virker som en lgs definition, at nogle tal nsermer sig hinanden uendeligt
meget. Vi kan berolige med, at der findes en mere stringent definition, nemlig at en funktion er
kontinuert hvis:

Ve>030>0:|z—a|<d=|f(z)— fla) <e

men den slags indviklede sager skal du heldigvis ikke bekymre dig om, medmindre du vil studere
matematik pa universitetet :-)

Differentiabilitet

Pa B-niveau leerte vi, at en funktion f var differentiabel i et punkt xq, hvis den var kontinuert, og
der gjaldt, at dens differens-kvotient

a :f($0+h)—f($o)
5 h

havde en greenseveerdi for h — 0

Dette betyder, at der skal veere en graenseveerdi, bade nar h nsermer sig 0 fra venstre og fra hgjre,
og at de to greenseveerdier skal veere den samme.

Lad os se pa et eksempel pa en funktion, der ikke er differentiabel. Vores funktion er

f(x) = |z[+2

Dens graf er

h—0" "% h—0"

Vv

5 4 3 =2 4 lo 1 2 3 4 5

Vi vil se pa differentialkvotienten i punktet 0.

Vi bruger tre-trins-reglen.

I: ANy=flz+h)—f(x)=0+h|+2—-(0] +2)=|h|+2—-0—2=|h
, Ay |4
II: as = T

I det tredje trin tager vi graenseveerdien for h gaende mod 0 bade fra hgjre og fra venstre.
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Vi starter med at tage graenseveerdien fra hgjre. Dvs. at h er et positivt tal, sa |h| = h
. |h| : h .
1 — =1 -] =1 H=1
dm () = . (5) =t )
Dernaest tager vi graenseveerdien fra venstre. Dvs. at h er et negativt tal, og derfor er |h| = —h

. |h] . —h .
h;%t(h Jm |- ) = (=)

Fra hgjre er graenseveerdien altsa 1 og fra venstre er den -1. Da graenseveerdien ikke er den samme,
er funktionen ikke differentiabel.

I1I(hgjre) :

III(venstre) :

Leeg maerke til, at dette stemmer overens med vores B-niveau-definition, hvor vi sagde, at differen-
tiable funktioner ikke matte have nogen "knaek”.

4.3 Differentiation af trigonometriske funktioner

Pa B-niveau-delen af webmatematik.dk sa vi hvordan man differentierede forskellige funktioner (se
en liste her). Til den liste kan vi nu tilfgje de trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens.

Husk, at nar man differentierer eller integrerer de trigonometriske funktioner, sa SKAL man regne
i radianer. Hvis du bruger en lommeregner til at differentiere for dig, sa sgrg for, at den er indstillet
til at regne i radianer.

I forste sgjle har vi funktionerne, i anden sgjle har vi de afledede funktioner, altsa differentialkvo-
tienterne. I tredje sgjle har vi stamfunktionerne.

f(z)

f'(x) r

sin(z)

cos(x)

cos(x)

—sin(x)

(
tan(x) | 1+ tan?(z)

4.4 Integration ved substitution

Man kan differentiere alle differentiable funktioner. Der findes en raekke regler, og hvis man fglger
dem til punkt og prikke, kan man finde frem til den rigtige differentialkvotient. Det er ikke helt
lige sa let at integrere. Sa snart man skal integrere et produkt af funktioner eller en sammensat
funktion, er der ikke nogen klare regler, man bare kan fglge slavisk. I stedet findes der en del
forskellige metoder, man kan bruge til at omskrive integralet til noget, der er lettere at have med
at gore. Det er ikke altid til at sige, om den ene eller den anden metode vil virke; man ma prgve
sig frem.

En af de vigtigste metoder til integration er integration ved substitution.

Hvornar kan integration ved substitution bruges?

Néar integranden (indmaden i integralet) indeholder et produkt af funktioner, og nar en af dem er
sammensat. Det er ikke i alle disse tilfaelde, det vil virke, men ofte er det et forsgg veerd.

Hvad er integration ved substitution?

Integration ved substitution er egentlig fglgende formler

[ @) gwyao= [ 10 a
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b g(b)
/ flg(x)) g (x)dx = / f(t) dt, hvort = g(x)
a g(a)

Formlerne ser meget uoverskuelige ud. Imidlertid er metoden ikke sa vanskelig i praksis. Vi illu-
strerer den ved hjalp af nogle eksempler.

Vi gnsker at udregne fglgende integral

2
/x~em dx

Vi ser, at der bade er tale om et produkt af funktioner, og at den ene er sammensat. Derfor prgver
vi os frem med integration ved substitution.

Det forste, man gor, er at finde den indre funktion i den sammensatte funktion. I vores tilfeelde er
det x2. Vi kalder den indre funktion for t.

t =22
Nu differentierer vi t:
dt
— =2z
dzx

venstresiden er bare et symbol, der betyder, at vi har differentieret t med hensyn til variablen x.

Imidlertid lades vi som om, at symbolet er en brgk og isolerer dx.

1
dr = —dt
v 2x

Nu satter vi t ind i integralet samt det nye udtryk for dx.

1
/x'e$2dx:/m-et~—dt
2x

Til sidst skal vi reducere integranden, og udfgre integrationen.

1 1 1
t R — e 7t zft
/x e Qxdt /26 dt 26 +c

Som rosinen i pglseenden substituerer vi den indre funktion tilbage ind pa t’s plads.

1
/m-e”Qdm:§e”2+c

Opsamling
e Find den indre funktion og kald den t e Differentier t, dvs. find dt/dx e Isolér dx e Indsset nu t
samt udtrykket for dx i integralet e Tilbage-substituer den indre funktion pa t’s plads.

Hvis der er tale om et bestemt integral, skal man huske at integrationsgraenserne ogsa skal substi-
tueres.

Lad os regne fglgende eksempel med et bestemt integral

s

/E (sin(z))? cos(z) dx
0

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 64

Vi ser, at sin(x) er den indre funktion.

t = sin(x)
Vi differentierer t.
dt
e cos(x)

Vi lades som om symbolet til venstre er en brgk, og isolerer dx.

1

de = cos(x)

Nu skal vi finde de nye integrationsgraenser. Det ggr vi ved at seette de gamle greenser ind i den
funktion, vi substituerer ud (i vores tilfeelde sin(x)).

sin(0) =0
sin(g) =1

Nu saetter vi t og udtrykket for dx samt de nye graenser, ind i integralet

™

/0 * (sin(z))? - cos(x) dz — /O ' cos() - —

cos(x)

dt

Vi ser, at cos(x)’erne gar ud med hinanden.

0.5

f(2) = (sin(z))*cos(x)

Arealet markeret pa figuren er altsa 3.

4.5 Partiel integration
Som naevnt i sidste afsnit er det ikke muligt at komme med en fremgangsmade til at lgse alle

integraler. Alligevel har vi nogle veerktgjer, nogle metoder, vi kan prgve os frem med for at lgse
integraler. Partiel (eller delvis) integration er en af disse metoder.
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Man bruger partiel integration, nar integranden (indmaden i integralet) er et produkt af funktioner.

Den formel, man bruger, nar man integrerer partielt er:

/ f(@)g(z) dz = [(2)G(x) - / f(2)G(z) de

b b
/ f@)g(@) dz = [f(2)C(@)]} - / ()G (x) dx

Man kan selv veelge, hvilken af de to funktioner, man vil differentiere og hvilken man vil integrere.
Dette valg er vigtigt for, om det bliver et paenere eller et grimmere integral, man ender ud med
efter den partielle integration.

Et hint er, at hvis der er en funktion af formen x eller x”, sa skal man velge at differentiere den.

Vi tager et eksempel med et ubestemt integral
/2x - cos(x) dx

Vi vaelger at det er 2x, der skal differentieres, mens cos(x) skal integreres.

Vi starter med at skrive de fire stgrrelser op:
f@) =22, g(x)=cos(z), f'(z)=2, G(z)=sin(z)
Nu saetter vi dem ind i formlen
/2:10 cos(z) dx = 2z - sin(x) — /2 -sin(z) dx
Det integral, vi har pa hgjre side kan vi sagtens udregne.

/ 22 cos(x) dx = 2z - sin(z) — / 2 sin(z) da

=2z -sin(z) — 2 - (—cos(x)) + ¢ = 2z - sin(z) + 2 cos(x) + ¢

Vi tager ogsa et eksempel med et bestemt integral, hvor vi skal bruge partiel integration 2 gange,
fgr det giver noget resultat.
1 x
/ e dx
0

Vi veelger, at vi vil differentiere x og integrere ¢®/2

f(z)=2% g(x)=e2, f(z)=2z, G(z)=2e2
Nu saetter vi ind i formlen

1 1 1
/ z¥e? dv = [¢* - 2] _/ 2z 2% du = [22%%]; _/ da -3 dx
0 0 o

Det integral, vi er naet frem til pa hgjre side, kan vi endnu ikke udregne. Derfor bruger vi partiel
integration endnu engang.

h(z) =4z, k(z)= e?, h(z) =4, K(z)= 2¢ 2
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Vi indsaetter i formlen og far

1 1
[22%e2]} — / 4o -e? dr = [22%e2 ]} — <[4x 2]} — / 4-2e? dac)
0 0

Det sidste integral bestar kun af en enkelt funktion, og den kan vi sagtens integrere.

1 1
/ z2e? dr = [22%e2)} — ([4x 2e2]} — / 4-2e? dx)
0 0

= [22%e2]} — [8z - e2]} + 16e2]}

Alt i alt far vi:

=(2:1-¢2-2-0-¢")—(8-1-€2 —8-0-¢°) + (162 — 16¢°)
=22 —8e? 4+ 16e2 — 16 = 10e? — 16 = 10y/e — 16

4.6 Omdrejningslegemer

Et omdrejningslegeme (eller et rotationslegeme) er den tredimensionale figur, man far, hvis man
roterer en funktion 360 grader rundt om x-aksen. Det er vigtigt, at funktionen er kontinuert, og
at den kun har positive veerdier.

Man kan beregne volumen af omdrejningslegemet ved hjzlp af fglgende formel
b
V=n / (f(z))? dx

Lad os regne nogle eksempler.
Vi gnsker at beregne volumen af keglen med hgjde 10 og radius 5.

Vi indtegner siden af keglen i et koordinatsystem som vist nedenfor

10
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Vi har to punkter pa grafen, (0, 0) og (10,5), sa vi kan bestemme den linesere funktions forskrift

ey 5-0 5 1

Zo—x;, 10-0 10 2

a

og, da vi har lagt funktionen, sa den skeaerer akserne i (0, 0), sa er b=0.

Altsa er

10007
0) = ~ 261,8
) 12 ’

Vi tager et andet eksempel.

Vi vil rotere andengradspolynomiet

f(z) = =52 + 5x = —5z(z — 1)

om x-aksen mellem dets to rgdder 0 og 1.

Mellem de to rgdder er polynomiet positivt, sa derfor ma vi benytte vores formel.

1
=T —oX\T — 2$
vf/0<5< 1)) d
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Forst regner vi lidt pa integranden (indmaden i integralet) ved hjeelp af potensregler og kvadratseet-
ninger.
(=5z(x —1))? = (=5z)%(z — 1)?
= 2522 (2 + 1 — 22) = 252* 4 2522 — 5023

Nu er vi klar til at udregne integralet.
1
V=rm / 252 + 2522 — 502° dx
0

2 2 !

25 50
= .19+ 2213214
7T< -|-3 1

. 5-12+25-4_50~3
o 12 12 12
(60+100—150> 100 57
:’ﬂ' ————————————————————— p—

12 =g T T8

5 Differentialligninger

5.1 Hvad er differentialligninger?

En differentialligning er kort og godt en ligning, hvor der indgar en differentieret funktion som en
af de ubekendte.

Lgsningen til en differentialligning er de funktioner, der far ligningen til at vere sand. Vi leder
altsa ikke efter tallgsninger som i almindelige ligninger, men efter funktioner, der opfylder, at hvis
man indsatter dem og deres afledede (differentierede), sa star der det samme pa begge sider af
lighedstegnet. Eftersom lgsningen er en funktion, s& ma den godt afhsenge af en anden variabel
(for det meste z).

Der er forskellig notation for den differentierede funktion i differentialligninger. Det kan f.eks. veere
dy d df d
/ —J 7 ! —J .
dx az? (@) dx dx /

Men de to fgrste, er de mest almindelige.

Partikulaer lgsning og fuldstaendig lgsning

Lad os se pa en meget simpel differentialligning

y' =5

Ved at integrere pa begge sider, far vi, at
y=flz) =5z

er en lgsning til differentialligningen. Men

y=f(z) =5x+38

er ogsa en lgsning til differentialligningen.
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Disse to lgsninger, kalder man partikulere lgsninger. Der er nemlig uendeligt mange lgsninger til
differentialligningen, og disse to er blot nogle af lgsningerne.

Den fuldstendige lgsning pa differentialligningen ville veaere
y = f(z) =5z +c, ceR

Ved at indsaette forskellige tal pa ¢’s plads, finder man de partikuleere lgsninger.

Ofte vil en opgave stilles med en startbetingelse, der afggr hvilken af de partikuleere lgsninger, man
er pa udkig efter.

F.eks.

Forst finder vi den fuldsteendige lgsning

y=f(z)=5z+c

og sa finder vi den partikuleere lgsning ved at indseette punktet (2,4) i ligningen og isolere c.

4=5-24+c&
4=104+c&
c= —6.

Altsa er Igsningen til den givne opgave

y=flx)=5-2-6

5.2 Ggre prgve

Ofte bliver man ikke bedt om at finde en lgsning til en differentialligning, men bliver i stedet
praesenteret for en funktion og spurgt om den lgser differentialligningen.

Metoden til at bestemme dette kaldes ”at ggre prove”.

Den gar simpelthen ud pa at indseette funktionen pa hhv. venstre- og hgjresiden og se om det giver
det samme.

Eksempel

Vi gnsker at undersgge om ligningen

F(@) = 2¢10

er en lgsning til differentialligningen

y = 16y.

Forst differentierer vi f.

f'(x) =16-2-e'%% = 32¢107
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Forst udregner vi venstresiden.

Vi fl(x) =32

og sa udregner vi hgjresiden

H: 16 f(x) = 16-2e'%* = 32¢'9®
N——
f(@)

Da hgjre- og venstresiden er ens, betyder det, at funktionen f er en lgsning til differentialligningen.

Eksempel 2

Afggr om
g(x) =24 5e 3

er en lgsning til differentialligningen
y —6=—-3y.

For vi indsatter g i differentialligningen, differentierer vi den lige

g () = —3-5e73% = —15e737,

Sa ggr vi prgve pa samme made som fgr, ved fgrst at indssette pa venstresiden, sa pa hgjresiden
og til sidst sammenligner vi resultater

Vi g(z)—6=—15e"%" —8,
H: -3-g(x)=-3-(2+5e ") =—6—15e".

Da venstre- og hgjresiden er ens, betyder det, at g er en lgsning til differentialligningen.

5.3 Lgsninger til differentialligninger

Herunder fglger et skema over forskellige differentialligninger og deres fuldsteendige lgsninger.

I de naeste par afsnit vil vi gd mere i dybden med nogle af de forskellige typer. Dette skal altsa
mest ses som en oversigt.

differentialligning | fuldsteendige lgsning
y = y=k-x+c
y' = h(z) y=Jh(z)dz
y=k-y y=c-e
y' =b—ay y=gtcoe
Y=y (b—ay |y=l%
M
y=ay- M-y |Y= Treepamrs
y +az)-y=0bx)|y=e 2. Jb(z) - A dg + ¢ - e~ A

Skemaet skal forstas pa den made, at ¢ er en konstant, som afhaenger af hvilken begyndelsesbetin-
gelse, vi har faet (se evt. afsnittet om partikuleere og fuldsteendige lgsninger)

I den nederste linje er a(z) og b(x) to funktioner, der atheenger af x (dvs. der kun indgar faste tal
og z’er i udtrykkene). A(z) skal forstas som en (vilkarlig) stamfunktion til a(zx).

For at forsta, hvordan skemaet fungerer, kommer vi med et par eksempler.
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Eksempel 1
Hvis vores differentialligning er
y' =5y-(2—y)

sa siger skemaet (neestsidste linje), at den fuldsteendige lgsning er

_ 2 _ 2
S l4c-eb(Dw 14 cem10

y = f()

Eksempel 2

Hvis vores differentialligning havde veeret

y +6x-y =182

sa siger skemaet (sidste linje) at

y=f(z)= g3 / 187 - €% dz + ce 3% = ¢ /3 cel dt + ce™37

a2 2 a2 a2 a2
=e 37 .33 4 e =3e" + e =34 e

Her har vi bl.a. substitueret ¢t = 322, dt = 6z dz for at lgse integralet.

5.4 Eksponentiel vaekst

En vigtig type differentialligning er pa formen

y' = ky.
Nogle gange optraeder den pa formen
/
Vo
Y

men det ses let, at de to differentialligninger er ens (man skal bare gange med y pa begge sider af
lighedstegnet).

Eksempler pa denne type differentialligninger er

d
y =2y, L=g8 -1y
dx

Den fuldstaendige lgsning til denne type differentialligning er

y = flz) =cet

Eksempel

Hyvis vores ligning havde veeret
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sa ville den fuldsteendige lgsning veere

y=fla) = ce*
Hvis vi oveni havde faet begyndelsesbetingelsen y(0) = 8, kunne vi bestemme ¢ saledes
8 = ce?? = c=28.
Altsa ville den partikuleere lgsning veere
y = f(z) =8e*

Vi ser at lgsningerne til differentialligningen er eksponentialfunktioner med startveerdi ¢ og frem-
skrivningsfaktor e”.

Derfor siger man, at disse differentialligninger beskriver eksponentiel vekst.

5.5 Forskudt eksp. vaekst

En anden vigtig type af differentialligninger er pa formen
Yy =b—ay
hvor a og b er konstanter.

Den kan eksempelvis optraede som

Wy

/
dr ay, y Tay

Eksempler pa differentialligninger af denne type er

d
y' =82y, d—i+7y:377 y' — 15y = 17.

Den fuldsteendige lgsning til disse differentialligninger er

b —axr
y=fle) =~ +ee

Eksempel
Hvis vi vil Igse differentialligningen

y'=3-"5y
er den fuldsteendige lgsning altsa

3
y=f(z)= 5 + e = 0,6 + ce™ "

Havde vi faet startbetingelsen y(0) = 14, ville vi kunne isolere ¢

14=06+ce ™ < 14=06+c < c=134

Den partikuleere lgsning ville s& veere

y=f(z) =06+ 134e" 5

Bemaerk, at lgsningerne til denne type differentialligninger er forskudte eksponentialfunktioner.

Dvs. eksponentialfunktioner, hvis grafer er forskudt lodret.
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b —ax
N 2+e
5. a

a
3 5
a
b
1\&
; —0 ; ; ; ; - : —_—
2 1 n 1 2 2 a4 [ A 7 R

Newtons afkglingslov

Differentialligninger af formen

Yy =b—ay

har en neer sammenhaeng med Newtons afkglingslov.
Newtons afkglingslov siger

”Hastigheden hvormed temperaturen af et legeme andres, er proportional med forskellen mellem
legemets temperatur og det omgivende rums temperatur”.

Hvis vi f.eks. har en kop skoldhed te, som vi stiller i et rum med stuetemperatur, sa vil den afkgles
hurtigt i starten (hvor forskellen mellem teens og rummets temperatur er stor), mens den efter et
stykke tid kun vil afkgles langsomt (hvor forskellen mellem teens og rummets temperatur er lille).

Lad os prgve at skrive Newtons afkglingslov om til en differentialligning.

Differentialkvotienter siger noget om funktioners hastighed. ”Hastigheden hvormed temperaturen
af et legeme @endres”kan vi derfor omskrive til ¢'. Hvis vi kalder rummets temperatur for 7', sa kan
”forskellen mellem legemets temperatur og det omgivende rums temperatur” omskrives til (7' — y).

At to ting er proportionale betyder, at der findes en konstant, a, sa den ene er lig med a ganget
med den anden (dvs. den ene er a gange stgrre end den anden).

Nu siger vores differentialligning
y' =a(T —y)
Hvis vi ganger parentesen ud, far vi

y' =aT — ay

Det minder meget om vores differentialligning for forskudt eksponential vaekst. Den eneste forskel
er, at den konstant, vi kaldte b, her hedder a - T'.

Lgsningen (dvs. den funktion, der beskriver hvordan temperaturen af legemet eendrer sig ifht.
tiden) kan skrives som

b -T
y=f(t)=—+ce vt = ez +ce "t =T 4 ce !
a a

For at kunne bestemme ¢ og a skal man have to begyndelsesbetingelser (f.eks. begyndelsestempe-
raturen og temperaturen efter en time)
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5.6 Logistisk vaekst

En logistisk veekst er kendetegnet ved, at der er tale om en begreenset veekst. Der er altsa et
maksimum for, hvor funktionen kan vokse til. I starten vokser den med noget, der minder om en
eksponentiel udvikling, men nar den sa nsermer sig sit maksimum, flader den ud.

g-\

Logistisk veekst bruges til at lave modeller over eksempelvis dyreverdenen. Hvis man saetter 10
kaniner ud pa en g, vil de til at starte med formere sig utroligt meget (hgj veeksthastighed). Nar
antallet af kaniner nar en vis storrelse, vil gen ikke leengere have mad nok til at brgdfede alle
kaninerne, og derfor vil vaeksthastigheden stilne af (kurven bliver fladere).
Differentialligningen
Logistisk veekst udtrykkes med differentialligningen
y' =y(b—ay)

Bemeerk, at hvis man ganger parentesen ud, sa far man en andengradsligning.

y=by—a-y
Eksempler pa denne type differentialligning er

dy
Yy =y(5-2y), y =10y—3y° o =Y (A—4y).

Lgsningen pa ligningen er

Qo

y = f(x)

1 + ce~ bz

Eksempel

Hvis vores differentialligning er

y =y- (10 — 5y)
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sa er lgsningen
2 2

y=f(z)= : =

C 14ce 107 14 e 102

Nar x vokser, vil eksponentialfunktionen i nsevneren nzerme sig 0. Dermed vil hele neevneren neerme
sig 1, og brgken vil dermed veere lig med teelleren b/a. Funktionerne vil altsa vokse noget naert
eksponentielt i starten men sa flade ud og nserme sig b/a.

Naert beslaegtet differentialligning

I differentialligningen ovenfor, sa vi at lgsningerne ville smyge sig op ad b/a. Dette kaldes populatio-
nens ”steady state”, og beskriver den gvre graense for populationen. Tit kender man ”steady state”,
og derfor ville det veere smart, hvis man kunne indseette/afleese det direkte i differentialligningen.

Hvis vi kalder ”steady state”for M, sa har vi, at:

M:g & b=a-M

Hvis vi indsaetter det i differentialligningen ovenfor, far vi
y' =y (aM —ay) = ay- (M —y)

og lgsningen bliver

B M
T 1+ cemaMa

y = f(x)

Egentlig er der tale om den samme differentialligning som fgr, men hvor vi bare kan aflaese M i
stedet for b ud fra differentialligningen.

Uddybende forklaring til lgsningen

Lgsning af den logistiske differentialligning: y’ = y(b-a y):

d d
v =g = ylb—ay) & 52 = dr;

der integreres pa begge side og integrations konstanten adderes
1 —

Ik T =T+

Brgken adskilles i to brgker, det antages at

1
y(b—ay)

Telleren skal jo blive 1 og dermed A(b — ay) + By = 1.

A4 B _ A(b—ay)+By
y @ b—ay y(b—ay)

Dette giver to ligninger Ab = 1 og —aAy + By = 0 hvoraf A = % og —aA+B=0& B=aA= 1.
Det vil sige

1 _ 1 a
Jseanty = J oty + | stapdy

_ log(y) 1
= logw) _ g b(b—ay)d(bl_ ayy)
_ logb(y) _ log(bb—ay) _ Og(z;;iay) —z+c

Eksponential funktionen tages pa begge sider b_yay = FExp(bx + be) fra dette udtryk isoleres y

_ bexp(bz+bc) b/a
y= 14+aexp(bz+bc) — 1+Cexp(—bzx)

(C = exp(—be)/a )

hvor den nye integrations konstant er C.

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 76

5.7 Inhomogene linexre fgrsteordens differentialligninger

Den absolut sveereste differentialligning, du kommer til at mgde i gymnasiet er af formen

y' +a(z) -y = bx)

Den kaldes en inhomogen lineer forsteordens differentialligning. Inhomogen hentyder til, at hgjresiden
er forskellig fra 0. Ordenen af differentialligningen er den hgjest afledede (her y’, men i en anden-
ordens differentialligning ville y” ogsa optraede).

Et eksempel pa en inhomogen linezer forsteordens differentialligning er

Y + €37y = cos()

Her er

Et andet eksempel kunne vaere

Yy +In(44x — sin(z)) -y =1

Her er

a(z) = In(44x — sin(x))

mens b(x) er konstant lig med 1.

Lgsningen til den inhomogene lineaere forsteordens differentialligning er

y=flz)=e 4. /(b(z)  eA@)Y dg 4 cemA@

Hvor A(x) er en vilkarlig stamfunktion til a(x).

Problemet med lgsningsformlen er, at integralet kan veere sveaert at udregne. Det er ikke altid, det
overhovedet lader sig ggre. Men 1 visse tilfzelde kan vi udregne det og na frem til differentiallignin-
gens lgsninger.

Her kommer to eksempler pa linezere inhomogene forsteordens differentialligninger og deres lgsninger.
Eksempel 1

Y + 42y = 1623

Vi ser forst, at

a(x) = 42°
og vi udregner stamfunktionen

A(x):/a(lf)dx:/élx?’da::i-llsc‘l:x‘l
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Nu indsaetter vi i lgsningsformlen
y=f(z) = e /(169036'7”4) dz + ce™™

For at udregne integralet, bruger vi integration ved substitution

Vi saetter
t =zt
dermed bliver
5—; = 423
dt = 4adx
4dt = 162°dx

Dette saetter vi nu ind i integralet.

y=f(x)= e /(16$3€m4) dz+ce ™ =e® /4et dt + ce™™"

_ .4 .4
=e % et +ce7®

Nu mangler vi bare at substituere tilbage og reducere en smule.

y=f(x)= e et +ce™ = e 4e™" 4 ce
=4e” " t e =4+ e =4+ e

Eksempel 2

Her er

Vi starter med at udregne A(x)
1
A(z) = /a(m) dx = /; dz = In(x)
Nu indsaetter vi i lgsningsformlen:

Yy = f(l‘) — e—ln(w)/sin(x)eln(w) d.’L'-i-Ce_ln(x)
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For vi reducerer lgsningen, husker vi pa logaritmeregnereglerne, der giver

—In(z) =0—In(z) =In(1) — In(z) = ln(%)

Derved er lgsningen

1

y = f(z) = ) / Sin(2)e"® di 4 cen(®)
Nu husker vi pa, at e” og In(x) er omvendte funktioner, s de opheever hinanden.

X

y:f(x):l/Sill(m)~xdx+g

Nu Igser vi integralet vha. partiel integration.

g(x) f(2) f(z) G(z) fl(z) G(z)
/sin(m)- x dex="x ~(—cos(:1:))—/ 1 - (—cos(z)) dx

= —x-cos(x) + /cos(x) dx

= —z - cos(x) + sin(x)
Nar vi setter dette ind pa integralets plads i formlen, nar vi frem til vores lgsning.

y=f($)=%/sin(x)~xdx+§

Specialtilfaelde

Mange af de gvrige differentialligninger, vi har beskeeftiget os med, er specialtilfzelde af den inho-
mogene linesere forsteordens differentialligning.

Hvis funktionerne a(x) og b(x) begge er konstante, sa bliver vores differentialligning

v +a-y=>

og hvis vi omformer den, far vi

Y =b—a-y
som er differentialligningen for forskudt eksponentiel vaekst, med lgsningen

b —ax
y=Ja)= 7 +ee
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Hvis a er konstant og b(x)=0, far vi

Y +ay=0

hvilket er det samme som

/

y = —ay
som er differentialligningen for eksponentiel vaekst, med lgsningen

y=fla)=ce™

Hvis a(x)=0, og b(x) er en hvilken som helt funktion, far vi

som har lgsningen

5.8 Separation af variable

Separation af variable er en metode til at lgse differentialligninger, hvor y’ er ganget med en
funktion, der har med y at gore.

Vi taler om differentialligninger pa formen
v fly) =g(x)

Nogle eksempler pa denne type differentialligninger er

sin(y) -y’ = 5a°

(> +Tln(y)) -y =

Man kan ogsa veere ude for, at man skal rykke lidt rundt pa differentialligningen for at fa den pa
den rigtige form.

Havde vi f.eks. differentialligningen

s& kunne vi rykke y* hen pa venstre side (ved at dividere med det pa begge sider af lighedstegnet).

Sa ville vi fa denne ligning;:

Her er f(y)=1/y3, og g(x)=x2.
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Separation af variable gar ud pa, at man ma integrere pa begge sider af lighedstegnet. Man inte-
grerer f(y) mht y, og g(x) mht x.

f@) v =g@) = / Fly) dy = / o(z) dz

Bemzeerk, at y’ forsvinder, nar vi integrerer.

Hvorfor ser formlen sadan ud?

Formlen bliver lettere at huske, hvis man omskriver y’ pa denne made:

W

y_dz

Sa siger vores differentialligning

Vi integrerer mht x pa begge sider

[t o= [ gfa) do

Ligesom ved substitutionsmetoden lader vi som om

dy
dzr

er en brgk, selvom det bare er et symbol.

[t o= [ o) do

Nu gar de to rgde dx’er ud med hinanden, og vi star tilbage med

[ wdy= [ o) ao

Ovenstaende er ikke et bevis, men snarere en slags argumentation for, hvorfor formlen ser ud, som
den ggr.

Lad os nu i stedet prgve at bruge formlen i praksis.

Eksempler

Eksempel 1

Vores differentialligning er

vy =322 +5
Her er f(y)=y? og g(x)=3x>+5
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Nu ma vi integrere venstresiden (pangr y’) mht y og hgjresiden mht x.

/dey:/3x2+5dx

Vi udregner integralerne og far

1
§y3:x3+5x+c

Man behgver ikke satte en integrationskonstant pa hver side. Det er nok, at saette den pa hgjresiden.
Vi er interesserede i at bestemme y, sa der er stadig lidt arbejde tilbage med at isolere y.

Forst ganger vi ligningen igennem med 3.

y? =323 4+ 15z + ¢

Det er ligegyldigt at gange konstanten med 3, da en konstant ganget med en konstant bare giver
en ny konstant.

Nu tager vi kubikroden (den tredje rod) pa begge sider af lighedstegnet:
y= V33 + 15z +c

og nu har vi vores lgsning.

Eksempel 2
Et andet eksempel er differentialligningen

y' =2z-y

Vi starter med at rykke y hen pa venstresiden:

1
7.y/:2x
Y

1
/fdy:/Zxdz
Y

Ved at udregne begge integraler, far vi

Nu integrerer vi pa begge sider

In(jy]) = 2 +

For at komme af med den naturlige logaritme, husker vi pa, at e* og In(x) er omvendte funktioner.
Sa vi seetter venstre- hhv. hgjresiden som eksponenter i potenser med e som grundtal.

2
(v — go?e

Da e og In ”spiser hinanden”har vi kun —y— tilbage pa venstresiden:

m2+c

lyl=e
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Nu husker vi pa vores potensregneregler, og omskriver hgjresiden

2

pl=e e

Nu ophaever vi de numeriske tegn ved at satte et ”plus-minus-tegn pa hgjresiden

y = xe°- e

Til sidst ser vi, at e bare er en (positiv) konstant. Og nar vi tager plus-minus-tegnet med, sa far
vi bare, at det kan skrives som en vilkarlig konstant, k. Derfor er lgsningen

y==k-e

6 Integralregning

I kapitlet om integral regning leerer vi om stamfunktioner, det ubestemte integral, regnereglerne
for integraler, det bestemte integral samt arealet af en funktion og mellem to funktioner.

6.1 Hvad gar integralregning ud pa?

Integration i matematik er noget helt andet end integration i andre sammenhaenge. Matematisk
integration kan ses som modstykket til differentiation. I differentialregning gnskede vi at finde en
afledet funktion ud fra en givet funktion. Integralregning gar den modsatte vej af differentialregning.
Her er man givet en funktion, som man antager allerede er en afledet funktion. Med integralregning
gnsker vi at finde den funktion, stamfunktionen, som vores givne funktion er afledet fra.

Differentialregning er et handvserk med nogle klare regler, som - hvis de folges korrekt - giver
mulighed for at differentiere alle (differentiable) funktioner. I modseetning til dette kan integral-
regning karakteriseres som en ”"kunstart”. Der er ikke pa samme made klare regler, der giver en
fremgangsmade til at lgse alle integraler.

I stedet bestar integralregning af en raekke forskellige metoder, man kan forsgge sig med, nar man
gnsker at lgse et integral.

Integralregning har stor betydning indenfor bl.a. statistik, fysik og kemi.

6.2 Stamfunktion

Stamfunktion

Stamfunktioner betegnes ofte med store bogstaver. Hvis vores oprindelige funktion hedder f, be-
tegner vi saledes dens stamfunktion(er) med F. Det, der skal til for at veere en stamfunktion, er,
at hvis man differentierer stamfunktionen, far man den oprindelige funktion.

Man kan med andre ord sige, at F' er en stamfunktion til f hvis

Hvis man far givet funktionen

fl@)y=2x+1

kan man gaette sig frem til, at en stamfunktion til f er

Fz)=a2?+=x
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Dette skyldes, at

Fl(z)= (2 +2) =20+1= f(z)

og det var jo netop det, der skulle til for, F var en stamfunktion til f. P4 samme made kan man
sige, at

F(z) = 22° + 4a
er stamfunktion til

f(z) =622 +4
fordi

Fl(z) = (22 +42) =2-32% 1 4+ 4 =62 + 4 = f(a)

Uendeligt mange stamfunktioner

Hvis man differentierer

T
far man

2x
Derfor er x2 stamfunktion til 2x.
Hvis man differentierer

22 +4

far man imidlertid ogsa

2x

det vil sige at x2+4 ogsa er en stamfunktion til 2x

Hvad ville der ske, hvis man differentierede x2+5? x2-788? Man ville fa 2x i alle tilfselde. Dette
skyldes, at konstanterne forsvinder (bliver til 0) nar man differentierer. Lige meget hvilken konstant,
vi smider pa x2, vil det altsa blive en stamfunktion til 2x.

Funktionen
J(@) =22
har altsa uendeligt mange stamfunktioner. De minder allesammen meget om hinanden. De inde-

holder alle sammen x?, og det eneste, der adskiller dem, er en konstant. Derfor kan vi veere smarte
og skrive alle stamfunktionerne pa én gang som

F(z) =2 +k

hvor k er en konstant.
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Integrationsprgven

Hvis man er i tvivl om man er kommet frem til den rigtige stamfunktion, findes der en made at
prove det efter pa. Man differentierer simpelthen bare den formodede stamfunktion og ser, om
man far den oprindelige funktion frem. Denne metode (som egentlig bare er definitionen pa hvad
en stamfunktion er) er sa nyttig, at den har faet sit eget navn: Integrationsprgven.

Eksempelvis kunne man blive bedt om at afggre om

F(z) = 2% + 32°

er stamfunktion til

f(z) = 4z + 1022

Vi tester det vha. integrationsprgven:

Fl(z) =222 4332371 = 42 4+ 922 # f(2)

Da vi ikke naede frem til f, er F ikke stamfunktion til f.

6.3 Ubestemt integral

For vi gar i gang med at definere bestemte og ubestemte integraler vil vi gennemga lidt notation
og terminologi.

For at vide, at man skal integrere en funktion, markerer man det med et integraltegn. Et integral-
tegn bestar af to dele. Til venstre skriver man et ”langt s”og til hgjre skriver man et ”d” efterfulgt
af den variabel, man integrerer med hensyn til (oftest bare dz). S’et savel som dz er bare rene
symboler.

Imellem dem star den funktion, man gnsker at integrere. Denne kaldes integranden, men omtales
tit som ”indmaden”. De bestemte integraler har derudover en gvre og en nedre integrationsgraense,
som man skriver ved hhv. top og bund af det lange s.

int.graenser

int.variabel

| integrand
integraltegn

Ubestemt integral

I forrige afsnit definerede vi, hvad en stamfunktion er. At finde det ubestemte integral til en funktion
f er simpelthen bare at bestemme en stamfunktion til f. Skrevet matematisk:

[ f@)do = Pla)
Dette laeses som ”det ubestemte integral af f (mht. ) er lig med en stamfunktion til f”.
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Man skal huske at tilfgje en konstant til den stamfunktion, man finder. P4 den made har man

nemlig skrevet alle stamfunktionerne op pa én gang.
Lad os finde nogle ubestemte integraler.
Hvis

fle) =2
sa er

1
F(x):/xdx=§x2+k.

Vi tjekker om det er rigtigt vha. integrationsprgven

1 " 2
F'(z) = <2x2+k) 25-2x271+0:§x:x:f(x).
Hvis vi i stedet har
1
flx)=a*+ =, x>0
T

sa er

1 1
F(x):/x4+fdx:5x5+ln(a:)+k, z>0.
x

Igen tjekker vi efter med integrationsprgven
1 T 1 1
F’(m):<5x5+ln(x)+k> :g~5x°_1+5+0:$4+52f(x)

Bestem en stamfunktion gennem et punkt

Ovenfor har vi brugt det ubestemte integral til at finde alle stamfunktioner til en funktion. I visse

tilfzelde kan det veere nyttigt at finde en bestemt stamfunktion.

En opgave kunne f.eks. lyde:
f(x) =622 + 4z

Find den stamfunktion til f, der gar igennem punktet (-1, 3).

Forst finder vi alle stamfunktionerne, og bagefter bestemmer vi k ud fra vores startbetingelse.

F(m):/6x2+4xdx:2x3+2x2+k

(Du kan selv tjekke efter med integrationsprgven, at dette er rigtigt).

Nu gnsker vi at finde ud af hvilken af disse stamfunktioner, der gar gennem (-1, 3). Vi saetter -1

ind pa «’s plads og 3 pa stamfunktionsveerdiens plads.

F(-1)=3

2- (=12 +2-(-1)*+k=3
—2+2+k=3

k=3
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Den stamfunktion vi leder efter har altsa k = 3. Derfor er svaret pa opgaven

F(x) =22 +22% +3

Nedenfor er indtegnet forskellige stamfunktioner til f.

Kun én af dem gar igennem (-1, 3).

Vv

6.4 Integrerede funktioner

Nedenfor er en liste over, hvordan man integrerer forskellige funktioner. Det er underforstaet, at
man skal huske at leegge en konstant til stamfunktionerne. Man kan tjekke dem alle sammen efter
vha. integrationsprgven.

f(z)  Fl(x)

X %.Tz

kx %xQ

k kx

Jljn %_Hxn+l
T ()
a” lril(a)

e e”

ka kx

D
8 folvops|—|
. gw .
= oY
=SIR™
8
| o)
B
W

B
8]
S—

6.5 Regneregler for integraler
Ligesom med differentialregningen findes der ogsa regneregler for, hvordan man integrerer summer

og differenser af funktioner samt hvordan, man integrerer produktet af en funktion og en konstant.
Alle disse regler kan eftervises vha. integrationsprgven
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Sumreglen

Den forste regel er sumreglen
[ @+ @ydo= [ s@do+ [ o) ds

Hvis man skal integrere summen af to funktioner, integrerer man hver funktion for sig og leegger
bagefter sammen. Med andre ord: ”integralet af en sum er summen af integralerne”F.eks. kunne
man blive bedt om at integrere

1
2+ =
x

sa siger reglen, at vi skal integrere de to funktioner hver for sig
1 1

/wz—l—fda::/xzdx—l—/fdx
x x

= (32 + k) + (nfal) + k)

1
= gx?’ +1In(|z]) + &

hvor vi har samlet integrationskonstanterne k; og ko i en samlet konstant k.

Differensreglen

Differensreglen minder meget om sumreglen. Eneste forskel er, at man her betragter differensen af
to funktioner

[ t@ = s@ydo= [ s@)do - [ g(a)ds

Med ord siger vi, at "integralet af en differens er differensen af integralerne”. F.eks. kunne man
blive bedt om at integrere

21 — 1425

Vi integrerer hvert led for sig og treekker dem fra hinanden til sidst.

/2:c—14x6dx:/2xdx—/14x6dx

=22+ k) — (227 + ko)

=z —22" +k

hvor vi igen har samlet integrationskonstanterne k; og ks i en samlet konstant k.
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Produkt af konstant og funktion

Hvis vi gnsker at integrere produktet af en konstant og en funktion, sa lader vi bare konstanten
sta og ganger den pa integralet af funktionen.

/c.f(x)dx:c./f(x)dz

Vi har allerede benyttet denne regel et par gange ovenfor, men lad os tage et eksempel pa den
alligevel. Hvis vi skal integrere

322

sa lader vi konstanten sta og integrerer funktionen:
/3w2d$ = 3/x2dac

1

=234k

her har vi ladet ladet konstanten 3k; blive integrationskonstanten k.

Der findes ogsa regler for, hvordan man integrerer produktet af to funktioner samt sammensatte
funktioner. Det leerer man mere om pa universitetet, men en metode er integration ved substitution,
som man ogsa ser pa matematik A.

6.6 Bestemt integral og areal

En af de vigtigste forskelle pa det bestemte og det ubestemte integral er, at mens det ubestemte
integral giver en funktion (nemlig stamfunktionen) s& giver det bestemte integral et tal.

/f(x) dz = funktion

b
/ f(x)dz = tal
De to tal a og b kaldes integrationsgraenserne. Man udregner et bestemt integral pa fglgende made
b
[ @)= (F@)t = F) - P

Dette betyder, at man fgrst finder en stamfunktion til f. Denne stamfunktion skriver man inde i
kantede parenteser med de to integrationsgraenser til hgjre. Derefter seetter man den gvre integra-
tionsgraense (b) ind pa x’s plads, hvorefter man szetter den nedre integrationsgraense (a) ind pa x’s
plads og treekker fra.

Et eksempel kunne veaere.

2
622 dv=[22°]2=2-22-2.0° =16
~—~ " —— =

O f@) F(z) F(b)  Fla)

Bemzeerk, at vi bare fandt en tilfaeldig stamfunktion til f uden at teenke pa at lsegge en integra-
tionskonstant til. Sadan er det altid med bestemte integraler.
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Areal

Ovenfor sagde vi, at det bestemte integral giver et tal. Nogle gange er dette tal lig med arealet
mellem funktionen f og x-aksen i intervallet [a;b]. Men det er ikke altid. Det er kun hvis f er positiv
pa hele intervallet [a;b]. Dvs. at grafen for f ligger ovenover x-aksen pa hele intervallet.

a - b

b b
f f(x) dx = Areal f f(x) dx g Areal
a a

Lad os tage et eksempel. Vi gnsker at finde arealet af figuren M pa nedenstaende tegning.

N

flx) = —%wz + 4,5

A4

Vi kan se, at funktionen f er positiv (grafen ligger over x-aksen) pa hele intervallet [-3;3].

Derfor vil det bestemte integral med integrationsgraenserne -3 og 3 give arealet af M.
o, Ll oy 3
Arealy = ——z°4+4,5dr =[—- - -z +4,5z]2 4
_3 2 2 3
-1 3 3 -1 3 —1 3

—27 27 —54
:—+13,5—(€—13,5):%+27:—9+27:18

6

Arealet af M er altsa 18.
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6.7 Areal mellem to grafer

Hvis vi gnsker at finde arealet mellem to grafer, kan vi ogsa bruge det bestemte integral. Det
kreever, at den ene funktion har stgrre funktionsveerdier end den anden pa hele intervallet [a;b].
Hvis f har stgrre funktionsveerdier end g, er arealet mellem de to funktioner givet ved

b
Arealsy = / (f(x) —g(x)) dx

Bemeerk, at det er ligegyldigt, om de to funktioner har positive eller negative funktionsvaerdier pa
intervallet, nar bare f har stgrre funktionsveerdier end g.

Et eksempel kunne veere, hvis vi gnskede at finde arealet af den punktmaengde M, der er afgraenset
af

f(z) = —0,52% + 32 — 3

)

g(z) =z —3

Forst skal vi finde integrationsgraenserne a og b. Det er de punkter, hvor de to funktioners grafer
skaerer hinanden. Disse findes ved at satte de to forskrifter lig hinanden.

—0,522+3cx—-3=2—3

—0,522+2x =0

Dette er en andengradsligning, som vi lgser ved nulreglen. Forst seetter vi -0,5x uden for parentes.

—0,5z(x —4) =0

r=0Vze=4

Integrationsgreenserne ma altsa vaere a=0 og b=4.

Vi skitserer graferne for at finde ud af hvilken af funktionerne, der er stgrst pa intervallet [0;4].
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Vi kan se, at f har stgrre funktionsveerdier end g pa hele intervallet [0;4].

Hvis vi ikke havde mulighed for at tegne graferne, sa kunne vi have taget en vilkarlig x-veerdi i
intervallet og set hvilken funktionsveerdi, der var stgrst. Mellem to skaeringspunkter vil den ene
nemlig veere stgrre end den anden i alle punkter, og derfor kan man frit veelge. F.eks.

f(z)27075'22+3~273:72+6,3:1
g(2)=2-3=-1

Nu ved vi hvilken funktion, der er stgrst, og vi kender integrationsgraenserne. Sa er det bare med
at komme i gang med selve integrationen.

4 4
AM:/O (f(x)—g(x))dx:/o —0,52° +3x—3— (z — 3)dx

* 2 1 1 241 1-',—14
=/ -0,5 2rdr = |—= —— 2.
/0 ,0L” + 2x ax [ 2 2+1m + 1+1a: .
1 o ~1 —64
= -3 42?2 = — 43+ (=040 = - +16—-0
[ 7 +xL G + (6 +0%) c t
=5,333...

7 Funktioner af to variable

7.1 Funktioner af to variable

Vi har allerede kigget meget pa funktioner, hvor funktionsveerdien kun afhsenger af én variabel,
typisk x. Altsa f(x).

Funktioner af to variable er ikke sa meget anderledes end de funktioner af én variabel som du
allerede har stiftet bekendtskab med i tidligere afsnit.
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Forskellen er blot, at der i funktionen indgar to uathsengige variable. Funktionsveerdien athsenger
saledes af to parametre i stedet for blot en enkelt og det angives saldes: f(x,y).

Et eksempel pa dette kan veere:

f(z,y) =x —y+ 10.

Her athzenger funktionsveerdien bade af x og .
Vi kan pa ssedvanlig vis evaluere vores funktion:
f(0,10)=0—-104+10=0,

Eller

fL,4)=1-4+10=".

Lidt mere teknisk kan man sige at denne funktion tager et koordinatseet fra R? og afbilder dette
over i R.

7.2 Partielle afledede

Partielle afledede er en udvidelse af almindelig differentiation, der bliver brugt nar man har at ggre
med funktioner af flere variable. Det handler kort og godt om, at man pa ssedvanlig vis differentierer
for én variabel, mens den anden variabel seettes som en konstant.

Alle regneregler for differentiation i én variabel +, —, %, /, sammensat funktion og invers funktion
kan ogsa benyttes ved partielle afledede.

Denne fremgangsmade kan altsa ikke bare anvendes til funktioner af to variable, men ogsa til
funktioner af flere variable.

Der er forskellig notation for de partielle afledede. Det kan f.eks. veere

a%f(xvy) = fz(2,y) og

a%f@c,y) — fy(e.0)

I den forste af de to funktioner differentierer vi f(x,y) i forhold til x. Altsa anser vi blot y som en
konstant i funktionen.

Eksempel
Vi kigger pa ligningen: f(z,y) = 23 + 22y — 2>
Hvis man ser y som en konstant, sa er den partielle afledede ift. x %f(x, y) = 322 + 2293

Hvis man i stedet ser x som en konstant, sa er den partielle aflede ift. y (%f(x, y) = 322y? — 4y

7.3 Gradient

Nar man arbejder med funktioner af flere variable, kan man finde det der hedder gradienten af
funktionen. Gradienten er en vektor, der forteeller hvilken retning funktionen vokser mest i et givet
punkt, og hvor meget funktionen vokser i den retning. Gradienten af en funktion f(z,y) skrives
V f(z,y), hvor V kaldes nabla-operatoren, og betegner i to dimensioner vektoren:

[0 0
V‘(ax’ay)
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Symbolet = betyder, at noget er defineret pa denne made. For eksempel er nabla defineret som
ovenfor. Nar vi tager gradienten af vores funktion f(z,y) far vi altsa:

Vi) = (55 ) Hen) = (oo 5

Det fgrste koordinat er funktionen partielt afledt med hensyn til z, og det andet koordinat er
funktionen partielt afledt med hensyn til y. Nabla-operatoren findes ogsa i flere dimensioner, for

eksempel (z,y, 2):
(0 0 0

Men i denne gennemgang holder vi os til to dimensioner. Gradienten i et bestemt punkt, (zo,yo)
er altsa givet ved:

Vf(zo,v0) = (;jf(x()?yO)v ;yf(ffo»yo)>

Den vektor vi far ud, kaldes gradientvektoren, og vil pege i den retning funktionen vokser mest,
og sterrelsen af den vil vise, hvor meget funktionen vokser, som naevnt tidligere.

Lad os tage et eksempel. Vi ser pa funktionen:

flay) =a" +3ay+ 4y +7

Vi gnsker nu at bestemme gradientvektoren i punktet (5,2). Til at starte med finder vi gradienten
af funktionen. For at finde denne, skal funktionen partielt differentieres, bade med hensyn til z og
y:

0

0
%f(a:,y) = (2> +3zy +4y+7) =22+ 3y

ox

0 9,
—_ = + +4y+7) = +4
6yf(ac, Y) By (2 +3zy+4y+7) =3z

De to partielt afledte funktioner er nu de to koordinater i gradienten:

Vi(z,y) = (22 + 3y, 3z + 4)

For at finde gradientvektoren i punktet (5,2), skal vi nu bare indssette veerdierne x =5 og y =2 i
gradienten:

Vf(5,2)=(2-54+3-2,3-54+4)=(16,19)
Og sa har vi altsa vores gradientvektor for funktionen i punktet (5,2,100).

7.4 Stationsere punkter

Stationeere punkter for en funktion f(z,y) er de punkter, hvor funktionens gradient er lig nulvek-
toren. Det betyder altsa, at begge koordinater i gradienten skal veere 0, dvs.:

B) B)
%f(lvy) =0 og @f($>y) =0
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Det er i de stationsere punkter vi kan finde de sakaldte ekstrema, altsa lokale minimum og maksi-
mum. Vi kan ogsa finde det der kaldes et saddelpunkt, som vil blive beskrevet senere.

Hvis vi for eksempel ser pa funktionen f(z,y) = 323 + 4y® + 6xy? — 922. De partielt afledede er:

folz,y) = 922 + 6y? — 18z og fylz,y) = 1292 + 122y

Vi starter med at se pa den y-afledede. Vi satter et y udenfor parentesen, og bruger nulreglen til
at bestemme to mulige veerdier for y:

1202 + 122y =0 12y(y +2) =0 y=0Vy = —x

Nu Igser vi ligningen for den z-afledede i hvert af de to tilfeelde, fgrst y = 0:

y=0922 +6y> —182 =922 - 182 =92(z —2) =02 =0Vr =2

Og nu y= -z:
y=—x < 927 + 622 — 18z = 152 — 18z = (152 — 18) = 0
<:>Jc—0\/yc—§—9 ——9
- 15 57775

Vi har nu fundet tre stationaere punkter. For y = 0 har vi mulighederne z = 0 og z = 2. For y =
-z har vi muligheden z = &, y = —2. Vores tre punkter er derfor:

6 6 108)

2,0, 12 22 =
0.0.0.20.-12) oz (83,5

Arten af et stationsert punkt

De stationgere punkter vi har fundet, kan enten veere minima, maksima eller saddelpunkter. For
at bestemme det stationsere punkts art, ma vi indfgre matrixregning. En matrix kan ses lidt som
en vektor, som bade har flere rackker og sgjler. Vi starter med at indfgre fglgende forkortelser for
de andenafledede funktioner:
2 82 32 52
@f(%y) = fox Tyzf(xay) = fuyy Wayf(m’y) = mf(%y) = fay

I udtrykket for funktionen afledt bade med hensyn til y og z kan man se, at det er ligegyldigt
hvilken raekkefglge man differentierer i, det giver det samme. Dette gaelder altid, og kaldes Youngs
seetning. Nar man har de tre storrelser, settes de sammen til det, der kaldes Hesse-matricen:

— fa:x fxy
ai —<fmy fyy)

Nar man har fundet alle elementerne til Hesse-matricen og opstillet den, skal man lgse det, der
kaldes en egenverdiligning eller determinantligning. Helt generelt finder man determinanten af en

2x2-matrix pa folgende made:
a ¢

De lodrette streger omkring matricen angiver, at det er determinanten. I en egenveerdiligning
treekker man nu en veerdi, som vi kan kalde z, fra i diagonalen, og setter determinanten af den nye
matrix lig 0. I praksis ggres det sadan:

(57 u%) |- 9
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Og vi gnsker sa at finde lgsningerne for z. Hvis vi vender tilbage til vores Hesse-matrice ser det
saledes ud:

’ <f$;w; ) fyfi Z) ’ = (fow =2) - (fyy = 2) = fay - Jay = 0

For at bestemme arten af et stationsert punkt, skal vi indssette punktets koordinater, og lgse
ligningen for z; og z5. Fortegnet pa z; og z3 bestemmer nu arten efter reglerne:

Fortegn Art
z1 0g 2o er begge positive f har lokalt minimum i (zo, Yo, f(z0,¥0))
z1 0g 29 er begge negative f har lokalt maksimum i (zo, yo, f(zo, Y0))

21 0g 2o har forskelligt fortegn  f har hverken lokalt minimum eller maksimum i (xq, yo, f(Zo,¥y0)), det er et saddel
Enten z; =0 eller 2o =0 Ingen konklusion

Eksempel

Hvis vi gar tilbage til eksemplet fra for, med funktionen f(x,y) = 323 + 4y> + 62y® — 922, kan vi
nu finde de andenafledede, og opstille Hesse-matricen:

foe =182 —18  f,, =24y + 122 f,, = 12y

(182 -18 12y
Hf = < 12y 24y + 123:)

Hvis vi starter med punktet (0,0):

w00 - (1)

—18 — z 0
‘( 0 O_Z)‘z(18z)0<:>21187220

Siden z3 = 0 kan vi desvaerre ikke sige noget om punktets art. Vi kan prgve med punktet (2,0):

Hf(2,0) = <108 204)

‘(180_2 240_z) ‘ =(18-2)(U-2)=0&2 =182 =2

Nu har vi to positive veerdier af z, og derfor kan vi konkludere, at funktionen har et lokalt minimum
i(2,0).

Alternativ metode til at bestemme arten af et stationaert punkt

Der findes en alternativ made at bestemme arten af et stationsert punkt. Vi kan kalde vores
andenafledede funktioner i punktet (xo,yo, f(xo,¥0)), som vi gnsker at undersgge, for:

r= fzx(x07y0)7
s = fwy($07y0)7
t= fyy(l'O»yO)'

S& kan man se pa udtrykket 7 -t — s? og r, og ud fra dette afggre arten af det stationsere punkt:
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e Hvis -t — 52 >0 ogr >0 : Funktionen har lokalt minimum i (zg, yo, f (0, ¥0))-

Hvis r -t — 52 > 0 og r < 0 : Funktionen har lokalt maximum i (xo,yo, f(%0,%0))-

Hvis 7 -t — 52 < 0 : Funktionen har et saddelpunkt i (zo, yo, f(20,¥0))-

e Hvis r -t — s = 0 : Ingen konklusion.

7.5 Tangentplan

Ligesom man kan finde tangentplanen til et bestemt punkt pa en kugle, kan man ogsa finde en
tangentplan for en funktion af to variable. Det er den plan, der kun rgrer funktionen lige preecis i
ét punkt, omkring der hvor vi finder planen - ligesom en tangentlinje til en funktion af én variabel.
For en kugle kan man sige med sikkerhed, at tangentplanen kun rgrer et eneste punkt, fordi alle

punkter pa kuglen kan ses som lokale maxima. Men nar det kommer til funktioner af flere variable,
sa kan det godt veere, at planen skeerer kurven igen et andet sted, ligesom med en tangentlinje.

Den generelle ligning for tangentplanen til en funktion f(z,y) i et punkt (zo,yo) er givet ved:

z = f(xo,y0) + %(%J/o) (= x0) + %(Cﬁoyyo) (¥ — o)

Hvor %(mo, yo) angiver den partielt afledede i forhold til x i punktet (xg, o). Vi skal altsa kende
vores funktion, samt vores punkt vi gnsker at bestemme tangentplanen i. Dette punkt skal ligge
pa kurven for f(z,y).

Eksempel

Lad os se pa funktionen f(z,y) = 222 + y? — 42 — 3y + 1, og finde tangentplanen i punktet
(3,5, f(3,5)). Det forste vi gor er, at bestemme funktionens veerdi i (3,5):

f(3,5)=2-324+5%2-4.2-3.54+1=184+25-12—-15+1=17
Nu bestemmer vi de partielt afledede og evaluerer dem i punktet (3,5):

Jo(z,y) = %f(r,y) =4x—4

fo(3,5)=4-3-4=38

fy(xay) = %f(l’,y) =2y—3

f,(3,5)=2-5-3=7

De fundne veerdier kan nu indsaettes i udtrykket for tangentplanens ligning:

z=17T+8x—3)+7(y—5) =8z + Ty — 42

Omformer vi lidt far vi tangentplanens ligning i punktet (3,5,17):

8r + Ty — z =42
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Det er altsa ligningen for den plan, der lige rgrer vores funktion i det bestemte punkt. Ud fra denne
ligning kan vi aflaese en normalvektor til planen fra koefficienterne:

8

Nedenfor ses et plot af funktionen (den buede, grgnne kurve), tangentplanen og punktet hvor de
skeerer hinanden:

I videoen kan du se, hvordan plottet er blevet lavet, og selv laere hvordan man plotter tangentplaner:

7.6 Niveaukurver

Du har sikkert set et kort over et landskab med mange hgjdeforskelle, hvor der var tegnet kurver
ind, og maske endda farveforskelle. Disse kurver er det der kaldes niveaukurver, og forteeller hvilken
hgjde man befinder sig i. Hvis man gar langs en kurve, gar man hele tiden i den samme hgjde,
og man vil derfor ofte se noget der minder om cirkler rundt om bjerge pa kortet. Til at beskrive
kurver, der har hgjdeforskelle, bruger man funktioner af to variable. Man kan finde niveaukurver
til funktionerne, der fortaeller langs hvilke kurver funktionen har den samme vaerdi.

Hvis man har en funktion af to variable, f(z,y), kan man finde niveaukurverne ved at sette
funktionen lig med en konstant, som vi kan kalde c¢. Vi kan saledes definere det, der kaldes mni-
veaumaengden:

K. = {(x,y) € RZ‘f(.T,y) = C}

Maden dette skal laeses pa er, at niveaumeengden K. indeholder alle de punkter (z,y), der er den
del af det to-dimensionelle koordinatsystem ((z,y)-planen), hvorom det gaelder at f(z,y) = c. Det
er altsa de punkter der opfylder at funktionens veerdi er c.

Vi kan for eksempel se pa funktionen f(z,y) = 2?4+ y? — 62 + 4y + 13. Hvis vi omformer den lidt,
far vi noget vi kender:

flz,y) =24+ y? —6z+4y+13 = (z —3)2 + (y + 2)2
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Saettes funktionen lig konstanten ¢ far vi cirklens ligning, for en cirkel med centrum i (3,-2) og
radius +/c:

(z -3+ (y+2°*=c

Da vi har to kvadrerede led pa venstresiden, kan vores ligning ikke antage negative veerdier. Den
kan kun veere positiv eller 0 i punktet (3,-2). Vi kan derfor opskrive vores niveaumengde i tre
forskellige tilfaelde:

c<0 K.€0
K.=4qc¢=0 Kc:{(37 _2>}
c>0 K. = cirkel med centrum i (3,-2) og radius/c

Her betyder @ den tomme meengde, betydende at funktionen ikke har veerdier mindre end 0 nogen
steder. Det hele bliver lidt nemmere at forsta hvis man kan se det for sig. Vi kan starte med at
plotte vores funktion f(z,y), for at se hvordan den egentlig ser ud:

Vi kan se at funktionen har et minimum i (3,-2) med verdien 0. Derfor giver det mening, at der
ikke er nogle niveaukurver tilhgrende veerdier mindre end 0. Vi kan ogsa allerede nu se, at det
giver mening, at funktionens niveaukurver vil veere cirkler. Vi plotter nu figuren med nogle af dens
niveaukurver, som farves rgde:
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Her er der plottet kurver i hgjderne 2, 4, 6, 8 og 10, men vi kunne have fortsat uendeligt hgjt op.
Som vi forudsage har kurverne form som cirkler, der bliver stgrre og storre for stgrre c. Nogle steder
kaldes det vi har plottet her for hgjdekurver, og niveaukurverne er sa hgjdekurverne projiceret ned
i (x,y)-planet. Det kan ses her:
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Cirklerne i planen angiver niveaukurverne, og det er en made at afbilde noget tre-dimensionelt i
det to-dimensionelle plan. Det er de kurver, man vil se pa et landkort, der viser hgjder. Til sidst
kan vi lave et konturplot, hvor de forskellige niveauer er blevet farvet, sa man bedre kan visualisere

hgjdeforskellene:
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Pa det sidste plot er det ogsa endnu tydeligere, at cirklerne alle har centrum i punktet (3,-2). Det
kunne for eksempel vaere en afbildning af en bakke, som har sit toppunkt i (3,-2), og med en radius
pa lidt over 3.

I videoen nedenfor kan du se, hvordan alle plots i dette afsnit er lavet, og du kan selv lere at plotte
niveaukurver, hgjdekurver og konturplots i Maple.

8 Statistik

8.1 Konfidensintervaller og frihedsgrader
8.1.1 Konfidensintervaller

Hvis vi gnsker at bestemme middelveerdien for hgjden af alle gymnasieelever i Danmark, kan vi fx
udveelge en 1.g-klasse i Kgbenhavnsomradet og beregne middelveerdien for de studerendes hgjde i
denne klasse.

Den beregnede middelveerdi er sa et estimat for middelveerdien for hgjden for alle gymnasieelever
i Danmark. Hvis vi nu velger en anden klasse og igen beregner middelveerdien, sa far vi et andet
estimat for middelvaerdien.

Dette estimat ligger sikkert teet pa den forste beregnede middelveaerdi uden at veaere identisk med
denne. Vi kalder det at udvalge en gymnasieklasse for tage en stikprgve ud af den samlede popu-
lation bestaende af samtlige gymnasieelever i Danmark.

Stikprgvens middelveerdi kaldes ogsa for et punktestimat for populationens middelveerdi. Men hvis
to forskellige stikprgver giver to forskellige estimater for middelvaerdien, hvordan kan vi sa stole pa
estimatet? Hvad nu hvis vi i stedet for bare et enkelt punktestimat kunne bestemme et interval,
som med stor sandsynlighed indeholder den rigtige ukendte middelveerdi for hele populationen?

Et sadan interval kaldes ogsa for et konfidensinterval. Et konfidensinterval er kendetegnet ved et
niveau 1 —« og en typisk veerdi for « er 5%, hvor man sa taler om et 1 —a = 95%-konfidensinterval.
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Formel

Hvis vi antager, at gymnasieelevers hgjde er normalfordelt med ukendt middelveerdi i og en kendt
spredning pa o, sa er formlen for et 95%-konfidensinterval

g

NG

g

95%-konfidensinterval = |z — 1, 96- Nk

. T+ 1,96

hvor

e T er stikprgvens middelveerdi og

e n er stikprgvens storrelse.

Vi vender tilbage til konstanten 1,96.

Eksempel

Hvis vi antager at gymnasieelevers hgjde er tilnsgermelsesvist normalfordelt med ukendt middelveerdi
p og standard afvigelse pa o = 10cm, og vi har fglgende stikprgve pa 27 elevers hgjde (malt i cm)

175,161,177, 173,179, 174, 173, 184, 184, 170, 169, 175, 175, 186,
169,169, 176, 166, 181, 175,179, 179, 183, 166, 179, 160, 170

sa kan vi beregne stikprgvens middelveerdi til 174,33 og derfor er 95%-konfidensintervallet bestemt
ved

w¢33—1¢m4§;w¢33+1ﬁ6

im0

::{174,33-3,77;174733—+3,77}

{170,56;178,10}

Konstanten 1,96

Hvor kom konstanten 1,96 fra som indgik i formlen for 95%-konfidensintervallet? Hvis vi kigger
for fordelingsfunktionen for en normalfordeling med middelvaerdi 0 og varians 1, sa er det samlede
areal under kurven 1. Hvis vi derfor er interesseret i at finde det omrade under grafen, som daekker
95% af arealet, skal vi altsa fjerne 2,5% af arealet i begge ender.
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95%

1.959964 0.000000 1.959964

De +1, 96 svarer preaecis til det omrade under kurven som giver en areal pa 95%. Andre ofte anvendte
konfidensintervaller er angivet i denne tabel.

Konfidensniveau konstant

68% 1
90% 1,645
95% 1,96
99% 2,58

Hvis man skal regne fx et 90% konfidensinterval skal konstanten 1,96 erstattes med 1,645.

Far man brug for at bestemme andre konstanter kan man bruge Microsoft Office Excel til at udregne
disse. Skal man bestemme et 92% konfidensinterval kan man finde konstanten med funktionen
NORMSINYV i Excel. Her skal man sa udregne 1 —a = 0,92 sa a = 0, 08 og herefter indssetter man

= 1,75

NORMSINV(I - @)

Bruger man den danske version af Excel, hedder funktionen STANDARD.NORM.INV. Matlab fra
MathWorks har tilsvarende funktionalitet. Her bruger man funktionen norminv

norminv ([0.04; 0.96],0,1),

hvor 0 angiver middelveerdien og 1 variansen.

Konfidensinterval for binominalfordelinger

Ved en rundspgrge pa et gymnasie har 62 af 1.g. elever sagt, at de var tilfredse med introduktions-
forlgbet. 29 elever svarede, at de ikke var tilfredse.

Hvordan bestemmer man et 95%-konfidens-interval for andelen af tilfredse elever? Hvis X er an-
tallet af elever som er tilfredse med introduktionsforlgbet ud af en stikprgve pa 62 + 29 = 91, sa
er X binominalfordelt X ~ b(n = 91,p)

Vi har her en fast med ukendt sandsynlighed for at der bliver succes. Denne paramater kaldes
sandsynlighedsparameteren og betegnes p. Sandsynlighedsparameteren kan estimeres til p

62
A: —_— = 6
P=91 0,68

Dette er en approksimation af p, der kun geelder nar stikprgven er tilpas stor, og nar p ikke er
meget lille eller meget stor.
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Formel

Formlen for et 95%-konfidens-interval i binominalfordelingen er

lﬁ1,96\/p(1_p);ﬁ+1,96\/p(1_p)]
n n

Indsaetter vi i denne formel findes konfidensintervallet

0,68(1 — 0,68) 0,68(1 — 0,68)
0,68 — 1,961/ ~—————2:0,68 + 1,96 ~————~

- {0,58;0,78}
Altsa vil tilfredsheden med introforlgbet med 95% sikkerhed veere mellem 58% og 78%.

8.1.2 Frihedsgrader

Hvad er en frihedsgrad?

Ordet frihedsgrad daekker over hver enkelt uafhsengigt datapunkt, der kan variere og stadigvaek
indga i udregningen af en parameter. Frihedsgrader er nogle gange noteret med det graeske bogstav
v (Ny), DOF (Degrees Of Freedom) eller bare df.

Frihedsgrader i en y2-test

I Tabel 1 nedenfor er givet en 2 x 2 tabel. En sadan 2 x 2 tabel vil have 1 frihedsgrad, da de
forskellige observationer skal summere op til det totale antal observationer, her n=20.

Al A2 Total
B ? 5 547
B 5 5 10
Total 5+7 10 20

I de udvidede tilfeelde med r rackker og & kolonner geelder at df=(r-1) x (k-1). NB: I tilfzeldet med
r raekker og 1 kolonne, geelder at df=r-1.

A1 A2 A3 A4 A5 Total
By ? ? 5 15 10 40
By ? ? 0 20 5 40
Total 10 15 5 35 15 80

Tabel 2 vil have 4 frihedsgrader. Det forstas at man frit vil kunne variere indholdet af 4 celler, og
resten vil sa veere last i forhold til de bestemmelser, der gor sig geeldende.

Frihedsgrader i en t-test

Hvis man har en talraekke pa n tal: ny,no,...n; vil man have ¢ — 1 frihedsgrader til at udregne
gennemsnittet. Hvis man tester for gennemsnittet med 10 maleresultater vil man derfor have
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df = 10 — 9frihedsgrader. Hvis man efterfglgende ogsa estimerer variansen vil man have endnu en
frihedsgrad mindre, da den forste er brugt til at udregne gennemsnittet, som indgar i udregningen
af varians. Dette er vigtigt at have in mente nar man udregner konfidensintervaller hvor

Cl, =% £ t(a,df) - 7> hvor t(a, df) er din t-score pa konfidensniveau o med df frihedsgrader.

8.2 Multipel regression

8.2.1 Multipel regression

Introduktion

Fra simpel lineser regressions analyse ved vi, hvordan man med mindste kvadraters metoden be-
stemmer den linesere funktion, som bedst passer til en raekke observationer i 2D planen.

Vi har altsa her observationer (y;,x;) for i = 1,...,n og ¢nsker at bestemme konstanterne a og b
pa en sadan made, at den lineszre funktion y = a + bz ligger sa teet pa alle observationer (y;, x;)
som muligt.

Verden er dog sjzldent sa simpelt indrettet, at man kan beskrive en afhengigvariabel y med kun
en enkelt forklarende variabel z.

Multipel regression er en udvidelse af simpel regression, hvor vi i stedet for en enkelt forklaren-
de variabel har to eller flere forklarende variable. Forklarende variable kaldes til tider ogsa for
kovarianter mens afheengige variable somme tider omtales som respons variable.

Model

Vi har n observationer y;, x;1, Ti2,..., T hvor ¢ = 1,...,n og gnsker at bestemme konstanter
bo,b1,ba, ..., by, sa funktionen y = by + biz1 + baxo + - - - bz, ligger sa teet pa alle punkterne
Yi, Ti1, Ti2, - - -, Lip som muligt. Konstanterne kaldes for regressionskoefficienterne.

Bemerk, at der nu er et dobbelt indeks pa x’erne. Det er ngdvendigt, da vi nu har p forklarende va-
riable i stedet for blot en enkelt forklarende variabel. S& nar vi skriver z;;, ¢=1,...,n og j=
1,...,p er der tale om den j’te forklarende variable for den i’te observation. Vi kan stille observa-
tionerne op i en tabel

Observation Afhaengig variabel Forklarende variable

Y X; Xo - X,
1 Y1 Z11 12 ** T1p

Y2 T21 Ta2 " T2p
3 Y3 T31 T3 - Tap
n Yn Tnl Tn2 *** Tpp

for pa den made at vise, at vi har p forklarende variable og n observationer.

Regressionskoefficienter bliver normalt fundet (estimeret) ved brug af mindste kvadrater metoden,

hvor man vaelger bo, b1, ..., b, sdledes at udtrykket
- 2
SSE = Z (yz —bo — biwin — baxig — - — bpSUz‘p)
i=1

minimeres. SSE er engelsk for Sum of Squares Errors. Dette er samme fremgangsmetode som kendes
fra simpel linezer regression. by kaldes for skeeringen og de gvrige b’er kaldes heeldninger.

Se mere pa webmatematik.dk


https://www.webmatematik.dk/

Matematik
center Side 106

Formlen for koefficienterne by, b1, bs,...,b, er noget mere kompliceret i det generelle tilfaelde, sa
den springer vi over her. Men nedenfor gennemgar vi et eksempel pa, hvordan man kan bestemme
koefficienter ved brug af Microsoft Excel.

Residualer
Nar vi har bestemt regressionskoeflicienterne by, by, b2, . . ., b, sa kan vi udregnede de fittede veerdier
for observationerne x;1, T2, ..., hvor ¢ = 1,...,n. For den i’te observation er den fittede veerdi

Ui = bo + bizs1 + baxio + -+ - bpxip 0g vi definerer residualer som veerende forskellen e; mellem
observationen y; og den fittede veerdi ¢; e; = y; —4; Bemeaerk at den for omtalte ligning for SSE ogsa

. 2 N2 .
kan skrives SSE =37 | (y; — bo — b1zt — bowia — -+ — bpip) = >0 (yi — i) = D1 ;% sa
nar vi finder minimum for SSFE, sa minimerer vi residualerne eller med andre ord - forskellen
mellem de observerede og fittede veerdier.

Visualisering af lgsningen

I tilfzeldet med simpel regression bestemmer vi en ret linje som passer bedst til observationerne.
Det er umuligt at visualisere multipel regression i det generelle tilfeelde. For det seerlige tilfeelde,
hvor vi har to forklarende variable z; og zs og dermed modellen y = by 4+ b1x1 + boxo sa kan vi
stadig visualisere lgsningen. Vi kan teenke pa observationerne (1, 2, i), = 1,...,n som punkter
i rummet i 3D koordinatsystemet med akserne X7, X5 og Y.

Lgsningen er nu ikke lzengere en ret linje, men derimod den plan som ligger teettest pa alle punk-
terne. Pa figuren kan vi ogsa se residualerne - de er plottet som linjer mellem observationerne
og planen. Nogle observationer ligger over planen og er markeret med en grgn linje, mens andre
observationer ligger under planen og er markeret med en rgd linje. Det kan vere sveert ud fra en
enkel vinkel at forestille sig, hvordan lgsningen ud. Prgv at se pa fglgende optagelse, hvor vi kan
se planen fra en raekke forskellige vinkler.

Eksempel

Lad os se pa et (simplificeret) eksempel pa multipel regressionsanalyse. Eksemplet er hentet
fra opgaven Prisdannelse pa ejerlejligheder i Kgbenhavn af Vibeke Stal og Anne Melvej Sten-
nevad. Forfatterne undersgger, om der er en lineser sammenhaeng mellem prisen pa ejerlejlig-
heder i Kgbenhavn og en reekke faktorer sasom fx rente og byggeomkostninger. prisindeks =
bo + by * byggeomkostninger + b, * rente Hvordan bestemmer man regressionskoefficienterne bg, by
og by, hvis vi har observationer som vist her i Excel
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1 ar prisindeks byggeomkostninger rente
2 1992 33,908948 74,6 9,7254000
3 1993 31,318681 75,9 9,4345667
4 1994 37,519623 77,3 7,2313333
5 1995 36,263736 80,5 9,9658000
6 1996 39,638932 82,4 8,5521667
7 1997 41,051805 84,6 7,8202667
8 1998 49,843014 86,8 6,7830769
9 1999 62,401884 91,0 6,0792308
10 2000 68,995290 91,3 7,4230769
11 2001 82,967033 95,9 7,0584615
12 2002 92,857143 98,0 6,4476923
13 2003 100,000000 100,0 5,4276923
14 2004 112,244300 100,6 5,2530769
15 2005 136,185240 104,3 4,4869231
16 2006 196,389320 108,4 4,6492308
17 2007 173,940350 115,4 5,2330769
18 2008 172,998430 121,3 5,7853846
19 2009 139,403450 122,9 6,1192308
20 2010 167,111460 121,8 4,9823077
21 2011 174,960750 124,9 4,8561538
22 2012 165,541600 129,4 3,9715385
23 2013 184,850860 130,7 3,4034654
24 2014 189,481950 132,8 3,4890985
25 2015 198,901100 133,7 2,3308215
26

Hvis du selv gnsker at arbejde med dette datasset, sa kan det downloades via dette link.

I menuen under ”Tools” finder man ”Data Analysis”. Hvis Data Analysis ikke er en del af menuen,
sa er her en vejledning til hvordan man far den installeret i Excel.
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og derneest fas en oversigt over de forskellige analyseveerktgjer. Veelg ” Regression”

Analysis Tools
Histogram
Moving Average

Random Number Generation

Rank and Percentile

Data Analysis

ok |

Cancel

Regression

Sampling

t-Test: Paired Two Sample for Means
t-Test: Two-Sample Assuming Equal Variances

Sa dukker denne regression menu op

Input

Input Y Range:
Input X Range:
Labels

Confidence Level:

Output options

Output Range:
° New Worksheet Ply:
New Workbook

Residuals

Residuals

Standardized Residuals
Normal Probability

Normal Probability Plots

Regression
$B$1:$B$25 ]
$C$1:$D$28 E

Constant is Zero

%

¥

2 Residual Plots

Line Fit Plots

-

Cancel

Her har vi som "Input Y Range” valgt kolonnen med prisindeks (inkl. overskriften). Dette er
vores afhezengige variable. Dernaest har vi som ”Input X Range” valgt kolonnerne med data for
byggeomkostninger og renter (igen inkl. overskrift). Ved at satte kryds i ”Labels” checkboksen
forteeller vi Excel, at vores valg af inputdata indeholder overskrifter. Det ggr det nemmere at laese
resultaterne. Som det sidste vaelger vi ogsa ”Residual Plots”.

Som udgangspunkt bliver alle resultater placeret i en nyt Excel sheet. Sa er det lettere at slette
dette sheet og begynde forfra, hvis man far behov for det.

Der er en masse output fra beregningen, men i fgrste omgang fokuseres vi pa regressionskoeffici-

enterne
Coefficients _Standard Error P-value Lower 95%  Upper95% _ lower 95,0% _Upper 95,0%
Intercept -90,952334 67,417593 ~1,349089 0,191676  -231,154894 49,250225 -231,154894 49,250225
byggeomkostninger 2,354345 0,423834 5,554869 0,000016 1,472933 3,235757 1,472933 3,235757
rente. -6,673565 4,156066 -1,605741 0,123265 -15,316578 1,969448 -15,316578 1,969448
Indsaetter vi de fundne koefficienter i vores model far vi regressionsligningen prisindeks = —90, 95+

2, 35 * byggeomkostninger — 6, 67 * rente

Efter at have bestemt selve modellen kigger vi pa tallene under overskriften ” Regression Statistics”:
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Regression Statistics
Multiple R 0,95530458
R Square 0,91260683
Adjusted R Square  0,90428368
Standard Error 19,1838084
Observations 24

Her saetter vi fokus pa Multiple R og R Square. Pa dansk kaldes disse to veerdier for korrelations-
og determinationskoefficienten.

8.2.2 Korrelationskoefficienten

Det er med Excel altid muligt at bestemme regressionskoefficienterne by, b1, b2, . . ., b, sa spgrgsmalet
er mere, om det giver mening at forsgge at modellere en lineser sammenhaeng mellem en afhaengig
variabel og en eller flere forklarende variable. Det kan korrelationskoefficienten hjeelpe os med at
afklare. I Excel betegnes korrelationskoefficienten med ”Multiple R”. Men typisk bruger man blot
betegnelsen R for korrelationskoefficienten.

Fortolkning af korrelationskoefficienten

Korrelation mellem to variable betyder, at hvis den ene variabel sendrer sig, sa giver det en for-
udsigelig sendring i den anden variabel. Korrelationskoefficienten ligger altid mellem -1 og 1. En
positiv korrelationskoefficient betyder, at nar den uafhasengige variable vokser, sa vokser den af-
haengige variable ogsa. En negativ korrelationskoefficient betyder, at hvis den uafhaengige variabel
vokser, sa aftager den afheengige. Hvis den er -1 eller 1, er der en deterministisk korrelation mellem
variablene, altsa en sndring i den ene variabel vil helt sikkert medfgre en sendring i den anden
variabel. Hvis veerdien derimod er 0, sa er der absolut ingen lineser sammenhaeng mellem de to
variable. I gymnasiet kigger man i stedet ofte pa den kvadrerede korrelationskoefficient R2, kaldet
forklaringsgraden. I tabellen kan du se fortolkninger af forskellige R?-vaerdier:

R? vaerdi  Fortolkning

1,0 Perfekt lineser sammenhaeng
0,9 Steerk lineser sammenhaeng
0,5 Moderat lineger sammenhaeng
0,2 Svag lineser sammenhaeng

0,0 Absolut ingen sammenhaeng

Bemserk at en hgj grad af korrelation pa ingen mader kan bruges til at postulere en arsagssammenhaeng
(kausalitet) mellem variable.

Hvis multipel lineser regression skal give mening, sa skal der vaere en lineser sammenhaeng mellem
den afhaengige variable og de forklarende variable. Hvis vi kigger pa eksemplet fra tidligere, sa ser
vi, at der her er en korrelationskoefficient pa ca. 0,9553 og at der dermed i dette tilfeelde er en
korrelation mellem variablerne pris, byggeomkostninger og rente.
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Formel for korrelationskoefficienten for to uafhsengige variable

Den generelle formel for korrelationskoefficienten er kompliceret og involverer matrixberegninger.
I tilfzeldet hvor vi kun har to uafhsengige variable er det lidt nemmere at skrive formlen ned.

r2 2 —r g -
R_ \/'yw1+rym2 27y117yw271112

2
\/1 LETED

hvor fx
run = () © R
og § = Zny717 T = anl, Sy = W, Spy = W Stgrrelsen r,,, er dybest set

korrelationskoefficienten mellem variablerne y og z1. Nar formlen er mere kompleks skyldes det,
at vi ogsa er ngdt til at betragte korrelationen mellem y og z2 og mellem x; og xs.

Pointen med at opskrive formlen er ikke, at du skal kunne regne korrelationskoefficienten i handen.
Pointen er derimod at kunne sammenligne med simpel regressionsanalyse. Hvis vi nu kun har en
enkelt forklarende variable z1 og x5 = 0, sa forsvinder de fleste led i formlen. Tilbage bliver kun de
[n2
led, hvor x5 ikke indgar, R = \T/"’;l
linezer regression mellem den afhaengige variabel y og den forklarende variabel x;.

= 7ys, hvilket praecis er korrelationskoefficienten for simpel

8.2.3 Determinationskoefficienten

Determinationskoefficienten

I Excel hedder determinationskoefficienten ”R Square”, hvilket giver god mening, da formlen for de-
terminationskoefficienten er kvadratet pa korrelationskoefficienten, determinationskoefficienten =
R? Man hgrer jeevnligt alternative betegnelser for determinationskoefficienten som fx forklarings-
graden eller tilpasningsgraden.

Alternativ formel

Der findes en alternativ formel for R? - som naturligvis giver samme veerdi. Det er lettest at beregne
determinationskoefficienten som kvadratet pa korrelationskoefficienten, men den alternative formel
gor det nemmere at fortolke determinationskoefficienten.

Vi har tidligere set, at SSE er forskellen mellem de fittede og observerede veerdier. Pa samme
made kan man definere SSR som veerende forskellen pa de fittede veerdier og gennemsnittet af

2
observationerne, SSR = Y7, (@ — g]) Definitionen pa den totale ”Sum of Squares” er SST =
SSR + SSE

2
For observationerne y; definerer man den totale “sum of squares” som SST = Y ! | (yi — g)

hvor y er gennemsnittet af y;’erne. Tilsvarende defineres "sum of squares” for regressions. Den

alternative formel for R? er R? = gg—g

Fortolkning af Determinationskoefficienten

Vi har altsa ligningen

SST = SSR + SSE
Totale variation = Forklaret variation

+ Uforklaret variation

s& formlen for R? er forholdet mellem den forklarede og totale variation i modellen. Sa jo teettere
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R? er pa 1, desto mere variation er forklaret af modellen. Hvis R? kommer meget taet pa 1 eller
ligefrem bliver 1, sa er der dog grund til ekstra omtanke.

8.2.4 Residual plot

Det sidste output fra Excel som vi kigger naermere pa er residual plots. Husk, at vi i menuen satter
kryds ved ”Residual Plots”. Dette giver os disse to residual plots

rente Residual Plot

Residuals
3

rente

byggeomkostninger Residual Plot

Residuals
8

10 Plot
.

byggeomkostninger

Husk at residualerne er forskellen mellem de fittede og observerede veerdier. Hvis residual plottene
virker helt tilfseldige, sa giver den mening at bruge en lineser model. Kan man derimod spotte en
trend i residual plottet, som fx en ret linje eller et polynomium, sa giver det ikke mening med en
lineser model. Begge ovenstaende plots virker tilfaeldige, sa i vores eksempel giver det mening at
bruge en linezer model.

8.2.5 Konfidensintervaller for parametre

Konfidensinterval for parametre

Vi har tidligere behandlet konfidensintervaller for middelvaerdier og sandsynslighedparameteren.
Man kan ogsa bestemme konfidensintervaller for regressionskoefficienterne. Faktisk er de en del af
output, nar man bruger Excel til regressionsanalyse. Kig igen pa tabellen som indeholdt regres-
sionskoefficienterne. Der er nogle kolonner med overskriften ” Lower 95%” og ” Upper 95%”. Tallene
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i disse kolonner er nedre og gvre greense for et 100% — 95% = 5% konfidensinterval omkring re-
gressionskoefficienterne.

Det kan veere lidt forvirrende, at kolonnerne ”Lower 95%” og ”Upper 95%” er gentaget to gange
med samme veaerdier. Hvis du kigger pa menuen i figuren her, kan du se, at man kan saette kryds
i ”Confidence Level” og indtaste et konfidensniveau. Hvis man ggr dette med fx 1% sa far man
kolonnerne ”Lower 95%” og ”Upper 95%” samt ”Lower 99%” og ”"Upper 99%”. Derfor far man
som udgangspunkt altid 5% konfidensinterval med som resultat og derudover kan man fa et ekstra
interval efter eget valg.

Formel for konfidensinterval

Formel for 1 — « konfidensintervallet for de enkelte regressionskoefficienter er b; +¢(v, 1 —a/2)se(b;)
Her er

e t er t-test funktionen
e v er antallet af observationer minus antallet af regressionskoeflicienter og

e se(b;) er "standard error” for b;

Stgrrelsen se(b;) er sveer at regne ud i handen og formlen involvere matrix beregninger. Men kig
igen pa tabel for regressionskoefficienten. Faktisk er standardfejlen er del af output fra Excel. t-test
funktionen er indbygget i Excel under navnet T.INV.2T.

Som eksempel kan vi regne et 90% konfidensinterval for ;. Her er v = 24 — 3 = 21, a = 0,1,
se(b;) = 0,42 og by = 2,35, sa konfidensintervallet bliver

[2, 35 — T.INV.2T(0,1;21) * 0,42; 2, 35 + T.INV.2T(0,1;21) * 0, 42} -
P3571j2*m4zz35+1j2u1m}:

[1, 6276: 3, 0724}

8.2.6 Avancerede emner

Disse emner falder udenfor pensum men for den nysgerrige er her en kort introduktion til emner,
som er vigtige i forbindelse med regressionsanalyse.

Udforskende dataanalyse

Indenfor omradet data science arbejder man en del med udforskende dataanalyse. Dette indebeerer,
at man for man kaster sig hovedkuls ud i at veelge den ene eller anden model, sa tager man sig tid til
at undersgge data neermere. Det giver fx ikke mening at bruge en lineger regressionsmodel, hvis man
pa en graf kan se, at der umuligt kan veere en lineser sammenhaeng mellem en afhaengig variable og
en forklarende variabel. Det er ikke helt nemt at afggre, om der kan veere en lineszer sammenhaeng
mellem en afhengig variable og flere forklarende variable. Sa pa nuverende tidspunkt er det bedste
man kan ggre, at undersgge om det er plausibelt, at der er en lineser sammenhaeng mellem ens
afthaengige variabel og de forklarende variable en for en.

Der findes et klassisk eksempel under navnet Anscombes kvartet, hvor statistikeren Francis An-
scombe viser fire forskellige datasset med neesten identiske deskriptive statistikker (som fx mid-
delveerdi og varians), men nar man laver en graf for hver af dataseettene, sa far man meget forskel-
lige grafer.
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Grafen er fra ” Anscombe’s quartet 3.svg. (2016, December 14). Wikimedia Commons, the free
media repository”, hvor den original fil findes her.

Model udvealgelse og multicollinearitet

Lad os sige, at vi har en model med en afhzngig variabel og fire forklarende variable. y = by +
bixo + boxo + bsxs + byxy Hvordan kan vi veere sikre pa, at dette er den rigtige model. Maske skulle
vi hellere udelade zo eller x3 eller bade zo og z3. Sadanne spgrgsmal forsgger man at besvare
indenfor emnet model udvelgelse. Der findes en rackke statistiske tests, som kan veaere med til at
afggre, om det er en god ide eller ej at inkludere de enkelte variable.

Nar man valger de forklarende variable skal man ogsa passe pa med multicollinearitet. Derfor
ma ingen af de forklarende variable kunne skrives som linesere funktioner af de gvrige forklarende
variable. I eksempel med fire forklarende variable kan vi fx ikke have at xo = 1 + x4

Justeret R?

I forlzengelse af forrige afsnit om model udvaelgelse er det veerd at bemeaerke fglgende. Hvis vi tilfgjer
flere forklarende variable til vores model, sa vil det stort set nzesten altid veere sadan, at veerdien af
R? bliver stgrre. Betyder det, at det altid er godt at tilfgje flere forklarende variable til ens model?
Hvis vi har n observationer, sa kan vi jo veelge en model med n — 1 forklarende variable. Dette vil
ofte give en veerdi af R? meget teet pd 1. S& ma det jo veere en god model! Svaret er nej. Derfor
bruger man ofte ikke determinationskoefficienten R? men en veerdi, som kaldes justeret R?, nar
man skal se pa om det giver mening at tilfgje en ekstra variable til modellen.

Korrelation og kausalitet

Nar vi arbejder med lineser regressionsanalyse, leder vi efter korrelationer mellem den afheengige
variable og en rakke forklarende variable. Det er meget vigtigt at have for gje, at en lineser sammen-
heeng mellem en rzekke variable ikke er ensbetydende med en kausalitet eller arsagssammenhaeng
mellem de samme variable. Pa videnskab.dk kan du finde en let tilgsengelig artikel om korrelation
og kausalitet og laere mere om forskellen samt hvad man skal passe pa med.
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